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LEÇONS 



SUR LES 



ÉQUATIONS AUX DÉÉVÉES PARTIELLES 



CHAPITRE PREMIER 

Théorèmes généraux sur T existence des intégrales. 

1. Les équations aux dérivées partielles ont (rabord été étudiées 
par d'Alembert et Euler, à pmpos de problèmes de physique. Parmi 
les travaux les plus importants antérieurs à Cauchy, nous citerons, 
en outre, ceux de Lagrange, Laplace, Monge, Anrpère et Pfaff. En 
particulier les Mémoires* de Lagrange sur les équations du premier 
ordre sont fondamentaux. Mais les premières recherches rigoureuses 
sur le degré de généralité de la solution d'une équation aux dérivées 
partielles ou d'un système d'équations aux dérivées partielles sont 
dues à Cauchy (*). Les théorèmes trouv'és par Cauchy ont été démon- 
trés depuis par M. Darboux (2) et par M™® de Kowalewski (3). Nous 
allons reproduire la démonstration de M™® de Kowalewski. 

2. Nous dirons que la fonction /"(Xj, x,, ..., x^) des n variables 
Xj,x,,...,cc^est /ioîomo>7>/ie, ou régulière, ou encore développabley 
au voisinage du point xj, xj, ..., xiJ, si elle est développable suivant 
les puissances croissantes et positives de x^ — a^J , x, — x J , . . . , x^ — xi 
pour toutes les valeurs de .r,, Xj, ..., x^, telles que 

I X; X, I *<; S (i :::= 1, ^j ..., Î2), 



(ï) r.auchy. Compte» rendux de l'Académie des Sciences, t. XIV, XY et XVI. 

{*) Cm. Darboux, Comptes rendus, t. LXXX. 

(*) M-* Kowalewski, Journal de Crelte, t. LXXX. 

G. Leçons. 
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et nous dirons que x,, a*,, ..., x„ apparliennont au domaine du 
point xj, xj, ..., Xrt , de rayon c. 



• 



3. Avant de donner la démons Wtioft du théorème jrénéral, nous 

traiterons d'abord deux cas-pVtfeîtners. 

• ■ * 

Théorème I. — :Rtafù donnée d'une part, le système d'équations 
aux déHvéçs partielles 






àUi v^ ^, àUi 



.; •'^' ) (i,/c = l,2, ...,m), 

\ (i=:2, 3, ..., n), 



contenayit les m fonctions n,, i<„ ..., te,« des n variables indépcn-^ 
dantes jPj, x,, ..., x^ et dans lesquelles les coefficients kij désignent 
des fonctions des seules vaiHables w,, «,, ..., u„; et, d'autre part, 
m fonctions Çj, ©,, ..., 9„, des variables x„ x,, ..., x^, régulières 
au voisinage du point 

Xj = rtj, Xj = d,, ..., ^11 = dm 

et se réduisant respectivement à 6^, 6,, ..., 6^ pour 

Xj = Oj, ...9 x„ = a„, 

t7 existe un système, et un seul, de fonctions m,, ti,, ..., ti„, satis- 
faisant aux équations (1), développables au voisinage du point 

X| ^ aj, Xj = a^, ...9 x^ = a„, 

et se réduisant respectivement à 91, 9,, ..., ^^pour 

x^ = a„ 

paurt'u que les coefficients \ij soient développables au voisinage 

du point 

tij=zfe,, 11, = 6„ ..., u^z=b^. 

Remarquons tral)ord que nous pouvons toujours supposer «.. = 
et bi = 0, car cela revient à remplacer x,. — a^, u^ -— b- et 9,. — [>., 
respectivement par a-,, u,- et 9,. Cela étant, admettons que les fonc- 
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tions Mp li,, ..., M,,,, satisfaisant aux conditions de Ténoncé, existent; 
on voit alors aisément que les conditions initiales, jointes aux 
équations (1), permettent de déterminer les coelTicients des dévelop- 
pements do toutes les fonctions «j, ..., i«,„, que nous supposons 
exister. En effet, nous savons que, d'après la formule de Taylor, le 
coefficient de a'^»xj» ... ac^'» serait, à un facteur numérique prè.<«, 
dans Hi 

ce que nous désijfnerons, pour abîmer, par 






11 suffit donc de savoir calculer ces quantités. Or, les conditions 
initiales nous donnent déjà toutes celles de ces quantités où x^ ne 
figure pas, car, puisque pour x^ = 0, tt^ doit se réduire à çj, on doit 
avoir 

u< = 9i -H x^k^ H- xJA, -*- ..., 

donc tous les termes de la forme xî'oîJ» ... xj» de Ui .sont ceux 
de ^i et nous connaissons les coefficients de la forme 



àxl^âxl* ... ^x^/^ 



De plus, les équations (1), auxquelles les fonctions Wp ..., u^ satis- 
font par hypothèse, nous permettront de calculer toutes les autres 
dérivées partielles, où figure au moins une fois x^ en fonction de 
celles qui sont connues. En effet, en dérivant les deux membres de 
Téquation 

— — ^ M,/ — 



=2* 



Ox, ff ' dx, 

O) fois par rapport à x„ a, fois par rapport à x„ et ainsi de suite, 
a» fois par rapport à x„, et en faisant ensuite x, = x, = ... =x„=:0, 
on aura 



\dx^ âx\^ ôxl^ ... d'x^^j ^ 
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en fooctîoa des dêriviies déiâ coonaes; ensalte, en dérÎTsnt ane fois 
par npport i x^, z, (ois par nppi^rt à x, et am>i de suite, et eo 
Ë&Lsant x^ = X, = ... = r, = 0, oo aura les «pi^ntités 






en foaetîiMi des prêcédenLes. et ainsi de snite, on eakxiien. de proche 
en proche, tcas les ooefiîcients »ie k^. Ceci noos moatre que. iil existe 
on système de fbactioQS u^. u,, —-r^ sa^tîsûisant à rézuQO^, il en 
existe un ieul^ car les cn-e^ients des déveioppements de ces f*>ac- 
tiocs <oat d^kemiLoês d'une OLinièfe nniToqne par les con«iitîons 
initialeï et les «k^'iaions T. 

Ima^ist.i^ aiors^ •:pi'après avoir cal^^nlé ces cceâicients cooinie 
noos venons de rindiqoer. on écrive les développements correspoo- 
duLts : je dis que n eifs développements saut convergents aa 
voisina;^ de x^ = x, = ... = x, = 0, ils représentent des fijoctiocs 

11^. K, «,. qtii satisfont anx confiitzccs «le rênoccê. En effiet« 

les f'>nctà>as u^ », ainsi obtenues satisfont êv idem ment aux 

contiitions initiales; 'riillefirs eîles -«a^tont aux ê^^natioas • ! ■« car 
si on calcule les q^jantii-és 

àr^ «•* àx- 

•:ornsp«:adanteSw ces qTantitiïs seront .■ertaines t'.'n»."tâ?csF,« x^ x,- 

•ies seoies variables i\ x, h>.û:m»:rpîies dics le dooiaiiie «lu 

ptiint X, = 0. et, d'après la majiién» même di»:-nt on a -.•a-'culé ît?si 
•!ueâcients -fes a^. »:»îs roti»:Lvas 5ont nulles ainsi pie «.Mîtes !ear^ 
«iêriTêes partielles pour 

X, =x, = ... = x, =0. 

De tout ceci il rîsulre que pour -iémontner le tncorènie énoncé il 
nous fuÊic -fe démi:atrei* -pe îe:? •lé-.-eioppemen'a ooceaus p«ir la 
nuttiiLiie pricé*ienLe s.nt cuaver^^fit.-. A ^^it effift no fis ai le os coio- 
par»ir :es -icviîk.ppements a rxi^j** *ii.inc .a coc.ver^ii'.'e <e montre 
ais*!nnent. 

Supposons les quantités Xi.; ré;riiièr»is pour Les valeur? ie n^* «^^ 
.^. if^. lioat le motiole est inferienr on é*^ a r et soit M un Dombre 



CUAP. I. — THÉORÈMES SUR L'EXISTENCE DES INTÉGRALES. 5 

plus grand que le plus grand module de toutes ces fonctions pour 
toutes les valeurs de u^ ..., u^ appartenant au domaine de rayon r. 
Considérons alors la fonction 

H = - ^ 



. _ ^i "^ ^*1 + *" "*" ^n 



qui est développable suivant les puissances croissantes de Up tt,, . . ., u 
pour toutes les valeurs telles que 






Ce développement sera 

kwm 



H = M 1 + 2 ("' -^ "» 1: - -^ "")'j> 

et le coefficient de u^^^u^* ... u^ dans ce développement sera celui du 
même terme dans 



M 

c'est-à-dire 



/ U^ 4- U, + ... 4- M^ yi + Pi + "'+Pm 



M (&i-f. &, 4- ... 4-PJ! 



r?.-hP. + ... + P-. pj! p,! ... P^! 

vr 

Ce coefficient est donc supérieur à . . . , -— - et, par suite, 

est plus grand que le module du coefficient correspondant dans Ai.,^ 
D'autre part, soit p le rayon du domaine de convergence des fonc- 
tions 9p ç,, ..., 9« et N une limite supérieure du module de ces 
fonctions : posons 

u» (x^y a;,, ..., Xjj — • •) 

avec 

» ■ »C» *t" wj ~i . •• l" ^4» 

Nous voyons que 

4>(0, 0, ...,0) = 0; 



•(• jsrjv^n *ra LXiî tûLXTîoys aux débîtées partielles. 

i> *•- ^*= ^ > = >, 

"ôiiBc: b IS>fict»ii ^ ''x^, .... X.) joue, par rapport aux fMictioiis ç,^ le 
tsàéacut r'Àa que H par rapport anx Ai.]- 
Cêé. po«^, eonsidéronâ le système auxiliaire d'équatioiis aux 
partîdles suivant : 



'T 



) 



où Ton a 



^ («, * = d, 2, ..., m), 
(I = 2, 3, ..., n). 



H = ^f 

A ^i -f- V, 4- ... -f- r, 



et cherchons un système de fonctions v^, r,, ..., r. satisfaisant à ce 
système (2) et aux conditions initiales 

(3) r, = r, = ... = V, = <^ (x„ ..., x,), 

pour X| = 0. 

On montrera, comme précédemment, que, s* il existe un système 
de fonctions v„ v„ ..., v^ satisfaisant aux conditions précédentes, 
il en existe un seul et qu'on pourra calculer les coefficients des 
développements de proche en proche. D'ailleurs, de la façon même 
dont nous calculons ces coefficients, un* coefGcient quelconque de t\ 
est un nombre positif supérieur au module du coefQcient correspon- 
dant dans Ui, En effet, les coefficients des développements des u^ 
se déduisent des coefficients des développements des fonctions Ai..i 
et Çj» ç,, ..., ©^ par les seules opérations d'addition et de multipli- 
cation. Si l'on remplace dans toutes ces opérations un coefficient 
quelconque de AJ^^ par le coefficient correspondant de H et un coeffi- 
cient quelconque de 9< par le coefficient correspondant de ^(j?,, ...,xJ, 
les résultats obtenus seront précisément les coefficients des v^. On en 
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conclut que si les développements de r^, v,, ..., v„, calculés comme 
nous l'avons indiqué, sont convergents, il en sera de même a fortioH 
des développements deu^, ti,, ...,it,,. La condition nécessaire et suffi- 
sante pouf que les développements de i\, i\, ..., v„ soient conver- 
gents est, manifestement, que le système (2) admette un système 
d'intégrales satisfaisant aux conditions (3). Nous sommes donc 
ramenés, pour démontrer le théorème, à démontrer l'existence d'un 
système d'intégrales holomorphes pour le système particulier (2). 
Ceci est aisé. 
Nous pouvons écrire le système (2) 



1 = ^= =:?^z=Hy— • 



Ceci nous prouve d'abord que les dififérences v^ — v„ v\ — v„ ..., 
Vj — v^ sont indépendantes de x^ ; d'ailleurs, comme pour x^ = 
elles doivent être nulles en vertu des conditions initiales (3), elles 
sont identiquement nulles et on a * 



u, = v, = ... =r^. 



On est donc ramené à intégrer l'équation unique 

^ = H V —S 
dx^ / ^^i 

(î = 2, 3, ...,n). 

Comme la fonction 4> (x„ ..., x,) ne dépend que de f, il est naturel 
de chercher une solution de la forme 

v, = ^ (Xp t) 

et on a, pour déterminer «j^, l'équation 

d^ __ Mm (71 — 1) d'^ 

dx^ . mtjj dt 

r 
qui s'écrit 

11 est aisé de vérifier que le premier membre de cette équation est 
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précisément le déterminant fonctionnel des deux fonctions 
^ et H — ^\ t + Mm (n — i) x,. . 

Cette équation exprime que la fonction ^ est telle que 

(l-!^jt + Mm(n-l)x, = r(.^), 

F étant une fonction arbitraire. 
Ici, il nous faudra choisir F de telle façon que pour Xj = on 

ait ^ = ; il faudra donc avoir identiquement : 

p— t 



(-^,).-(^) 



' Nt 

c'est-à-dire, en posant z = 

p — t 



■ (* - 7 ') N^. = ^ <')• 

Finalement, nous voyons que la fonction ^ qui s'annule pour 
X| = t = et qui satisfait à l'équation 

(,-™î),.M»(„-i)., = (.- = «)jJl-^ 

est l'intégrale demandée. Cette équation s'écrit 

/l — rn "!!) (N + ();) t H- Mm(n-l)x,(N -*- 1|/)= A — ^) p^. 

Pour X| = t = C3tte équation a une racine égale à et l'autre 

r 
racine égale à — et par conséquent différente de 0. On en conclut 

que la racine qui s'annule pour x^ = t = est développahle au 
voisinage de Xj = 0, t = 0. Soit 

^0 (^v = ^0 {^v ^1 -^ ••• + ^«) 
cette racine. Le système (2) est par conséquent satisfait par les 
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fonctions 

Vj = V, = ... = v^ = <j/^ {x^y ac, -*- ... -♦- ac,), 

qui remplissent d'ailleurs les conditions (3), et sont développables au 
voisinage de 

3/. ' "• wC'a ■ ■ \J» ... *^|| ' ' ' ^» 

4. Théorème IL — Étant donnée d'une part, un système de 
w équations linéaires aux dérivées partielles 



dU{ V Ai du^ 

(5) ' -• >■' 



=2 H. Ë: - ''' 



(i, fc = 1, 2, ..., m), 
a=2,3, ...,n), 



où tes quantités Aij et B' désignent des fonctions des vaHahles 
Xj, x„ ..., or, et de m^ u,, ..., u„, régulières au voisinage de 

X| = ttj, 07, = a,, ..., ac„ = a„, 
u, = 6p tt, = 6„ ..., u« = b^, 

etj d'autre part^ m fonctions 9,, 9,, ..., 9^ de x,, x„ ,.., x,, 
développables au voisinage du point a,, a„ ..., a^, et se réduisant 
respectivement à 6j, 6,, ..., h^pour 

Xj = ttj, ..., x„=a^j 

il existe un système de fonctions Uj, u„ ..., u^ des variables 
X,, X,, ..., x„ et un seuly satisfaisant aux équations (5), régulières 
au voisinage de 

X| = Oj, Xj = ttj, ..., ar^ ^== û^nj 

t 

et se réduisant respectivement à Çp 0,, ..., 9^ pour x^ =z a^, 

Pour dt^monlrer ce Ihéorènje, nous allons montrer qu'on peut le 
ramener au théorème précédent. A cet effet, introduisons n fonctions 
inconnues nouvelles t^, t,, ..., t„, et désignons par (Aj,/) et (B*) ce 
que deviennent les fonctions Xij et B' quand on y remplace x^, x,, 
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..., x^ par tp t„ ..., t^ respectivement. Considérons ensuite le 
système des m -h n équations 



(6) 



(t, fc = 4, 2, ..., m), 
(i=2,3, ...,n), 

<7Xj dx, âx^ OX^ 



avec les conditions initiales 



(6') ( ^i = ?p W| = ?i> •••) • w«i = <? 



m) 



pour Xj = ttj. 

D'après le théorème I, il existe un système, et un seul, de fonctions 
^19 •••) ^«9 ^19 ^19 **n t. satisfaisant aux équations (6) et aux condi- 
tions (6'). A cause des dernières équations (6), les fonctions i,, tj, ..., t^ 
sont indépendantes de Xp et comme, pour Xj = a^, elles doivent se 
réduire respectivement à x,, x„ ..., x«, il faut nécessairement que 
Ton ait toujours 

tj = Xj, . . . , t„ = x„ \ 

on en conclut que -r-^ = 1 et, par suite, que -r-î- = 1 et que tj = x^, 

puisque, pour x^ = a^ on doit avoir t^ = aj. Le système de solutions 
des équations (6), dont l'existence est prouvée par le théorème I, est 
donc de la forme 

^ «1=^19 t*, =^19 ...9 t*„ = ^«9 

( M ~~" *^19 M *^~ •^f> •••9 ^n "-— *^ll* 

Si dans les m premières équations (6) on Vemplace Mj, ..., u^^ 
tj, t,, ..., t. par les expressions précédentes, les relations obtenues 
expriment précisément que les m fonctions 

Wi = ^i9 -^ ti« = 4>^ 

forment un système d'intégrales des équations (5). 



r 
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5. Après avoir traité ces deux cas particuliers, nous arrivons au 
théorème général. 

Considérons un système d'équations aux dérivées partielles de la 
forme suivante : 

où les quantités <!>< désignent des fonctions des quantités u^, w„ . . . , w^, 
des variables asp x,, ..., x^, des dérivées partielles de Uj jusqu'à 
l'ordre r^, des dérivées partielles de m, jusqu'à l'ordre r,, et ainsi 
de suite, des dérivées de u„ jusqu'à l'ordre r„, mais ne contenant pas 
les dérivées qui figurent dans les premiers membres. 
Le théorème général peut s'énoncer ainsi : 

Théorème général. — Les quantités Xp x,, ..., x„ Uj, ti„ ..., u^^ 

d^\ + «« + - «« t/^ 

qui figurent dans les fonctions ^,. étant regar- 



dées comme des variables indépe^idantes, soit 

fij, a,, ..., a„; &|, ..., 0^, oâ„ «^ ..., 



a»i 



t4n système quelcoique de valeurs de ces variables pour lequel les 
fonctions % soient holom,or plies; 
Soient, d'autre part 

?i» ?i> Çi» •••> 9i ) 

?J» ?J> ?îî •••> <?1 > 



?m> 9^) ?i> •••» ?!?• S 



de« fonctions de x,, x„ ..., x^ régulières au voisinage du point 
a,, a„ ..., a., et telles que Von ait 

pour X, =z a,, ..., X. = a,. 

ii existe un système de fonctions u,, u,, ..., w^, et t«n seul. 
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satisfaisant au système (7), holomorphes au voisinage de 

x^ = a^y x, = a„ ..., x, = a^, 
et telles que Von ait 

dUi . duji-» 

^' = ^^' 1^ = "^'^ •- J^ = ^^' » 

pour Xj = ttj. 

Il est aisé de voir que, s'il existe un tel système, il en existe 
un seul, car, en vertu des conditions initiales, le développement 
de Uj, ordonné suivant les puissances de x^ — a^^ doit être de la 
forme 

Vi ^)^ 

par suite, nous connaissons les dérivées 






pour toutes les valeurs de 

quels que soient les nombres a,, ..., a„, et d'ailleurs, en difleren- 
tiant les équations (7), on voit qu'on pourra calculer de proche en 
proche toutes les valeurs des autres dérivées où ol^ > r^ pour 
X, = «1, ..., x^ = a», en fonction des précédentes. Ces coefficients 
sont donc déterminés d'une manière univoque, et, s'il existe un 
système d'intégrales, il en existe un seul. 

Le mode de raisonnement employé plus haut nous montre encore 
que, si ces développements sont convergents, les fonctions qu'ils 
représentent satisfont à toutes les conditions du problème. Au lieu de 
démontrer directement cette convergence, nous ramènerons le système 
proposé (7) à un système d'équations linéaires. 

Pour rendre la démonstration plus intelligible dans le cas général, 
nous examinerons d'abord un cas particulier. 

Considérons l'équation du second ordre 

(8) r = F (x, y, r, p, g, s, t). 
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OÙ nous posons 

dz dz d^z d^z d^z 

dx dy dx* dx dy dy* 

et dans laquelle F désigne une fonction développable pour le point 

^91 !/•> ^o> Po> 9o> *0> ^0* 

Soient, d'autre part, 90 {y) et ç^ {y) deux fonctions de y holo- 
morphes au voisinage dey = y^ et telles que 

?o iVo) = hy ?o (i/o) = ?o> ?• (2/0) = Uy 
9t (2/0) = Po» ?i (2/0) = So- 

Il existe une fonction z satisfaisant à l'équation (8), holomorphe 
au voisinage de x^, y^, et telle que, pour a; = x^, z se réduise 
dz 

à ?o (y) ^^ ^ ^ ?i (y)- 

En effet, considérons le système auxiliaire 



(9) 



dz 
dx 


__ dp __ dq dp ds dr 

"" ' dx"^ ^ dx dy dx dy 


dt ds 
dx "" dy 


dr 
dx 


dF dF dF dFdp dF dr 
dx dz '^ dp dq dy ds dy 


dF ds 
"^ dt dy 



Ce système est de la forme des systèmes considérés dans le théo- 
rème II; par suite, on pourra trouver un système d'intégrales satis- 
faisant aux équations (9) et aux conditions initiales suivantes : 

( *=Ço(!/) et r=F(xo, y, Ço(!/), ?i(y)> ?o(2/)> ?'i(y)> ?o(y)), 

pour X = x^. 
Soient 

z = Z = O (x, y), p = P (x, y), g = Q (x, 1/), 
r = R(x,y), s=:S(x,y), t = T(x,y) 

ce système. Je dis que r = <^ (x, y) est une intégrale de (8), satis- 
faisant aux conditions initiales énoncées. £n effet, puisque ce système 
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de fonctions satisfait aux équations (9), on a 






par suite, 



et 



dx dx dy dx \ây / 

on en conclut que la différence Q ;— est une fonction de y seule- 

ày 

ment; d'ailleurs, en vertu des conditions (10), cette différence est 
nulle pour x = Xp : donc, elle doit être identiquement nulle et on a 



= ^-1' 
dy 



De même, 

â 



x dx^ dy dx \dx ây)^ 



donc, la différence S — -r — — est une fonction de y qui doit 

ox oy 

s'annuler pour x = x^, en vertu de (10), et, par suite, est constam- 
ment nulle, 

dx ày^ 
on voit ensuite que 



ÔT â*^ 



— A /^\ 
*~âx\dyy' 



dx dx dy 
et, par suite, comme précédenmient, que 

dy* 
en vertu de (10). Enfin, on aura 

dR_dF dFd^ ^^ dYdQ dF d^ àF^àJ 
dx"^ dx'^ d^Jx'^ dPdx'^dQdx'^ dSdx'^ dT dx' 



CHAP. I. — THÉORÈMES SUR l'eXISTENCE DES INTÉGRALES. 15 

ce qui prouve que la différence 

R - F (x, V, <!>, P, Q, S, T) 

est une fonction de y qui, devant s'annuler pour x = x^, en vertu 
des conditions (10), est identiquement nulle. En résumé, on voit 
que z = 4> est une intégrale de (8) qui satisfait, d'ailleurs, aux 
conditions initiales données. 

Examinons maintenant le cas général. Remplaçons le système (7) 
par le système suivant où nous introduisons, comme inconnues 
auxiliaires, toutes les dérivées partielles de u,- jusqu'à Tordre r< : 

«i^n, (« = 1,2, ..., m), 

âx^ âx^ 

pour toutes les valeurs de a| et a» telles que « 

a» > et ai -f- a» :< r^, 



«« 



âx^ dXn^l 

pour toutes les valeurs de a^, Oi,.!, a« telles que 

ûU-i > 0, 3(1 + OLn-i -4- a, ^ r.., 
et ainsi de suite jusqu'à 

avec 

a, >- et «1 -♦- 0, -I- a, 4- ... 4- a« ^ »% 

(t = 1, 2, ..., tn). 

Ajoutons-y les équations que l'on obtient en différentiant les équa- 
tions (7) par rapport à Xj et en y remplaçant ensuite les dérivées 
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par rapport à x^ de u< et de |>a„a„.,flrn P^^ '^ valeurs précédentes, de 
telle façon que dans les seconds membres il ne fi^re aucune dérivée 
par rapport à x^ des quantités u, et j^i., «„...,«,. 
Le système sera de la forme 

étudiée dans le théorème II. Donc, ce système admettra un système 
d'intégrales, régulières au voisinage du point a^, a,, ..., a,, et (elles 
que, pour Xj == aj, on ait : 

Ui = Çi, 

(12) { ^^-"'-'^ = àxl^...dxy ''*^'''' 



Jj 4- a, + ... 4- 3t„ ^ »' 



t> 



les valeurs initiales des fonctions l^r,' o,o, a, ^ se tirant des équations (7) 
elles-mêmes. On rfiontrera de la même façon que dans le cas parti- 
culier précédent que, si 

**i = ^ï\» Wf — %j • -^ **« = 'K 

et 

*y' — p- 

forment un système d'intégrales des équations (11), satisfaisant auœ 
conditions (12), les fonctions <^p <!>,, ..., <I>^ sont des intégrales du 
système (7), satisfaisant aux conditions de l'énoncé du théorème 
général. 

6. Le théorème général, que nous venons de démontrer, ne prouve 
l'existence de l'intégrale que dans un domaine limité environnant le 
point a^, «,, ..., a^. Mais, d'après ce que l'on sait sur les fonctions 
analytiques, on pourra, en général, en choisissant dans le domaine 
de ap Cj, ..., a^, un autre point a[, aj, ..., ai, démontrer l'existence 
de l'intégrale dans un nouveau domaine entourant le point aj, a^, 
...,»«, et non contenu tout entier dans le précédent, et, en conti- 
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nuant de la sorte, on pourra, en général, atteindre tel point donné à 
Tavanccque Ton voudm, aj, a,, ..., a„. 

7. Généralisation. — Considérons les équations 

^^'^ ê"^*" (i = -1. 2, ..., m), 

on les <^i désignent maintenant des fonctions de x^ ac„ ..., ce», 
Uj, M,, ..., u«, des quantités 

(3t, < n, a, -h a, 4- ... -h a^ <. r.). 



c^x^» t^xj» ... c^xj* 



et, en outre, d'un nombre quelconque de paramètres arbitraires Aj, 
..., A^. Soient, d'ailleurs, 

des fonctions de x,, ..., x„ et des r paramètres X^, X,, ..., V? réj^u- 
lières au voisinage du point a,, ..., «„, aJ, aJ, ..., X?. Il existe un 
système de fonctions Up ..., ii,„ des variables Xp Xj, ..., x^ et con- 
tenant les paramètres Xp ..., X^, régulières non seulement par rapport 
à Xp X,, ..., x„, mais encore par rapport aux paramètres Xp X„ ..., X^ 
au voisinage du point Op a,, ..., a^, XJ, XJ, ..., X? , satisfaisant aux 
équations (7'), et aux conditions initiales du théorème général. 

En effet, il suffit de considérer les quantités u, comme fonctions 
desn -f- r variables Xp Xp ...,x„etXpX„ ...,X^, et les équations (7') 
comme des équations aux dérivées partielles entre les m fonctions tig 
et ces H 4- r variables. En particulier, on peut supposer que les 
quantités ^\ sont indépendantes de Xp X„ ..., X^ et que ces paramètres 
n'entrent que dans les fonctions ç*. On en conclut qu'on peut toujours 
trouver un système d'intégrales des équations (7) contenant autant de 
paramètres qu'on voudra, et qui soient des fonctions holomorphes de 
ces paramètres. 

8. Application I. — Considérons le système 

.1 

(irî) ) id^^' *^'^' ^^'' ^*' '"' ^"^' 

1 (t = i, 2, ..., n), 

G. Leçon», i 
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d*équations différentielles dans lesquelles /j, ..., f^ désignent des 
fonctions holomorphes au voisinag^e du point a; = 0, y, = 0. Nous 
pouvons considérer, dans ces équations, i/p y,, ..., y^ comme 
des fonctions de x et de n paramètres arbitraires yf, y 5» •••» !/»• 
D'après ce que nous venons de dire, on pourra trouver n fonctions 
i/i» !/f> •••> 2/i» satisfaisant aux équations (13), holomorphes par 
rapport à x et yf , au voisinage du point x = 0, y? = et telles que 
pour X =: on ait y^ = t/?. En particulier, ces fonctions seront déve- 
loppables en séries de la forme 

y. = 2/? 4- xA/ 4- x'A,^ 4- ..., 

les quantités A/, A/, ... étant des fonctions régulières de ?/% î/J, 
• .-, 2/î' Ceci nous montre que les intégrales des équations différen- 
tielles (13) sont développables non seulement par rapport à x, mais 
encore par rapport aux valeurs initiales, 

9. Application II. — Fonctions implicites. Étant donné un 
système de p relations 

.. ( ^i (^U ^f> •••> «^fiJ ^!> ^'i> •••> '**p) ^= "> 

où les premiers membres sont développables au voisinage des 
valeurs x^ = x?, w^ = w* ^l sont tels que le déterminant fonc- 
tionnel 

D(F„F„...,F^) 
D (Mj, w„ ..., Up) 

soit différent de pour ces valeurs, il existe un système de fonctions 
Uj, u,, ..., Up des variables Xp x„ ..., x„, holomorphes au voisinage 
du point x< = X?, se réduisant respectivement à mJ, uJ, ..., ti®, 
pour Xj = x}, X, = x5, ..., a?» = xj, et satisfaisant aux rela- 
tions (14). 

Nous supposerons la proposition vraie pour le cas d'une seule 
variable (?i = 1) (la démonstration de ce cas se trouve dans tous les 
Cours de calcul intégral), et nous allons montrer que, si elle est vraie 
pour (n — 1) variables, elle est encore vraie pour ?i. 



ê 
CHAP. I. — THÉORÈMES SUR L'EXISTENCE DES INTÉGRALES. 19 

Admettons donc la proposition pour (n — 1) variables et faisons 
dans les équations (14) uCj = xj, nous obtiendrons le système 

(15) ^iiAr^ty '"•> ^«» ^i> **«? •••» ^p) = 0» 

qui sera satisfait par p fonctions 

réj^ulières au voisinage du point xj, xj, ..., xj. 

D'autre part, considérons le système d'équations aux dérivées 
partielles 

(IG) ] f)x^ ÔH^âx^ '" dUpdx^ 



i ' 1 - - 1 - 1 
,\ (i = l,2, ...,p). 



Le déterminant des coefficients des quantités -~ dans ces équations 

D (F ... F ) 
est précisément ) *^ '"^ — ^ : puisqu'il est différent de 0, nous 

D (Mj, ..., Up) 

pourrons résoudre ces équations par rapport a -r— i> — 2> •••> -t-^> 

O Xm €f Xm O X| 

et les mettre sous la forme équivalente 

(16') j^ = <bi (Xj, x„ ..., x^, ttp tt„ ..., tip), 

où les ^i désignent des fonctions régulières au voisinage des valeurs 
X?, uî. D'après le théorème général, il existe un système de p fonc- 
tions t*p u,, ..., iip vérifiant les équations (16') et, par suite, les 
équations (16), telles que pour Xj = xj on ait u,- = ç,. (x,, ..., xj, 
et holomorphes au voisinage du point xj, ..., xi. Soient u< = <ï>i ces 
intégrales; je dis que les fonctions 4>j vérifient les relations (14). En 
effet, puisqu'elles vérifient les équations (16), elles sont telles que 
les fonctions F^ (x^ ..., x„ <I>p ..., <^p) sont fonctions des seules 
variables x,, ..., x, et, puisque pour x^ = xj on a <I>< = 9^ et que 
les quantités ^^ vérifient les relations (15), ces fonctions F< sont nulles 
pour Xj = xj, par suite sont identiquement nulles. On a donc, 
identiquement, 

F, (x,, x„ ..., X,, ^1, <!>„ ..., %) = 0. 
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10. Application III. — Nous avons vu, dans le § 8, que les 
intég^rales des équations différentielles (13) peuvent se mettre sous 
la forme 

(17) iji = y? 4- xA} 4- x« A? 4- ..., 

où les quantités A* sont des fonctions holomorphes des paramètres yf : 
on en conclut, en vertu du paragraphe précodent, qu*on peut 
résoudre les équations (17) par rapport aux paramètres yf et, par 
conséquent, mettre l'intégrale générale des équations (13) sous la 
forme 

y? = *i(^» 2/p y^y •••> V»), 



yî = i|;, (x, 2/j, t/„ ..., y»). 

où <j/j, ^^j ..., ^^ désignent des fonctions holomorphes des variables 
x, y,, y„ ..., y, dans le domaine du point x = 0, y,. =0, proposition 
que Ton admet généralement sans démonstration, dans les Cours de 
calcul intégral. 

1 1 . Pour qu'on puisse bien se rendre compte du degré de généra- 
lité de l'intégrale dont nous avons démontré l'existence dans le § 5, 
nous allons examiner quelques exemples particuliers. 

Exemple I. — Considérons une équation aux dérivées partielles 
du pi'emier ordre entre la fonction z et les variables a; et y : 

(18) F (.r, y, z, p, q) = 0. 

Supposons qu'elle contienne ;;, et résolvons-la par rapport à p : 

p = f{x, yyZ.q). 

Le théorème général nous apprend que cette équation admet une 
intégrale régulière au voisinage de x = x^, y = y„, qui, pour x = x^, 
se réduit à une fonction arbitraire donnée à l'avance ^ (y), et une 
seule, sous certaines conditions de continuité que nous supposerons 
satisfaites. Ceci peut se traduire, en langage géométrique, de la façon 
suivante : Étant donnée la courbe plane G dont les équations sont 

X = Xo) ^ = ^ (î/)> 
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il existe une surface intégrale S, et une seule, passant par la 
courbe C. J'excepte, évidemment, le cas où Téquation (18), résolue 
par rapport à />, donnerait plusieurs valeurs pour p. Par exemple, 
si Téquation (18) était algébrique et du second degré en p, elle 
donnerait pour p deux valeurs de la forme 

Il y aurait donc deux surfaces intégrales S^ et S, passant par C. La 
condition géométrique précédente est très particulière, mais elle 
peut se généraliser. En effet, je dis qu'étant donnée une courbe 
quelconque C, plane ou gauche, on peut, en général, trouver une 
surface intégrale passant par C. Faisons le cffangeraent de variables 
suivant : 

y — X (x) = u, X == X, 
si 

y z=i\{x) et z = [X (x) 

sont les équalions de C. Soient /}j, q^ les dérhées partielles de z par 
rapport aux nouvelles variables u et x. 
On a 

dz =pdx +- qdy. 



d'où 



On a donc 



rfz = [p + qX' (x)] dx -h qdu. 



\ 



Pi=P -^ ^X' (x), 

Qi = qy 



c'est-à-dire 



\ p=pj — gjV(x), 



ce qui prouve que z satisfait à la nouvelle équation du premier ordre 

F (x, X (x) + u, z, pj — ^j X' (x), q^) = 0, 

qui, en général, sera résoluble par rapport à q^. Cette équation 
admettra donc une intégrale qui, pour w = 0, se réduira à jx (x), et, 
par suite, l'équation (18) admet une surface intégrale passant par la 
courbe C, 

y — X (x) = 0, z = [X (x). 



22 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

12. Exemple II. — Considérons une équation du second ordre 
(19) F (x, y, z, p, q, r, s, t) = 0. 

Il est aisé de voir que l'on peut toujours supposer que cette équation 
contient effectiveinent r ou t, car s'il n'en était pas ainsi on pourrait 
toujours par un changement linéaire de variables faire en sorte que 
cette condition soit remplie. Supposons, par exemple, que l'équation 
contienne r, et résolvons-la par rapport à r. 

r = f(ac, y, z, p, g, s, t). 

Le théorème général nous apprend qu'il existe une intégrale z 
holomorphe au voisinage du point x^, y^ et telle que, pour x = x^y 
on ait 

2 = ?o (2/)» P = ?i (2/)» 

^0 et 9j étant deux fonctions arbitraires données à l'avance. En 
langage géométrique, ceci exprime que, par la courbe C dont les 
équations sont 

x=zx,y X = ?o (2/)j 

passent, non plus une seule surface intégrale S, mais bien une infinité 
de surfaces dépendant d'une fonction arbitraire 9i(2/). Nous pourrons 
achever de déterminer la surface S de la façon suivante : l'équation 
du plan tangent en un point quelconque de la courbe G de coordon- 
nées a?^, y, z = 9o (y) est manifestement 

z - <?, (y) = ç.(î/) [X - X,] + ç;(y) [Y - yl 

puisque, en vertu des conditions initiales, p et q se réduisent respec- 
tivement à 9i (y) et ci (y) pour a? = ap^; par suite, on voit que si on 
se donne le plan tangent tout le long de la courbe G, la fonction 9^ (y) 
est parfaitement déterminée et, par conséquent, la surface S. Donc, 
il existe une surface intégrale S passant par la courbe C et ayant, en 
chacun des points de cette courbe, un plan tangent déterminé. En 
d'autres termes, il existe une surface intégrale S passant par la 
courbe C et tangente, tout le long de cette courbe, à une surface 
développable donnée passant également par C, et, en général, ces 
conditions déterminent complètement la surfoce. 
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Comme dans le cas précédent, on pourra encore étendre ceci à une 
courbe quelcoyique G dont les équations sont 

y = X(x), z = [x(ac). 

En effet, si on se donne le plan tangent tout le long de C, il faudra 
ti-ouver une intégrale z telle que si on y remplace y par X (x), z et q 
se réduisent respectivement à [x (a?) et v (ac), v {x) étant une fonction 
donnée de x. Nous ferons encore le changement de variables 

y — X{x) = u, xzzzXy 

et on verra aisément que l'équation (19) sera remplacée par une 
autre équation du second ordre à laquelle devra satisfaire z considéré 
comme fonction de u et de x. Cette équation admettra, en général, 
une intégrale telle que pour u = 0, on ait 

Ainsi, les surfaces minima sont définies, comme on sait, par une 
équation aux dérivées partielles du second ordre : il y a donc une 
infinité de surfaces minima passant par une courbe donnée, mais il 
n'y en a qu'une passant par une courbe donnée et tangente tout le 
long de cette courbe à une dévcloppable donnée. 

13. Plus généralement, considérons une équation aux dérivées 

partielles F = entre la fonction z et les n variables aCj, x,, ..., x^; 

soit p l'ordre de la dérivée partielle d'ordre le plus élevé qui entre 

dans l'équation F = 0; nous admettrons, ce qu'on peut toujours 

d^z 
faire, qu'il existe une dérivée de la forme - — dans cette équation (*). 

Supposons, par exemple, que l'équation contienne - — et résolvons-la 

par rapport à - — : 

d*'z 
dx\ ' ' 



(>) Pour la démonstralion de ce point accessoire, voir Jordan. Cours de l'École polytechnique» 
t. III, § S3o, p. 900. 
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le théorème général de Cauchy nous apprend qu'il existe une intégrale 

àz à**~^ z 
holomorphe et telle que, pour Xj = a^ les fonctions r,^ — ? "•> ^_^ 

se réduisent à p fonctions arbitraires, données à l'avance, 

« 

des variables ac„ ac,, ..., a?^. L'intégrale générale de cette équation 
dépend donc dep fonctions arbitraires de (n — 4) variables. 

14. Intégrales singulières. — Nous n'avons considéré jusqu'ici 
que les intégrales des équations aux dérivées partielles dont Texis- 
tence est démontrée par le théorème général de Cauchy. Il est naturel 
de se demander si ce sont les seules qui existent. 

Considérons, pour fixer les idées, une équation du premier ordre 
entre z et n variables aîj, x„ ..., a:^, 

(^20) F (z, x^, x,, ..., x^y p^, p„ ..., p^) = 0, 

où on pose 

âz 
ox- 

et où F désigne un polynôme indécomposable. Soit 

une intégrale quelconque, régulière au voisinage du point xf , xj, 
..., ccj, et soient z®, pf, pj, ..., pi les valeurs de z, p,, p„ ..., p^ 
pour Xj = xj, ..., X. = xj. Nous désignerons ce système de valeurs 
xj, xj, ..., xj, z**, pj, pj, ..., pi sous le nom d'élément de Vinté- 
grale. Nous poserons en outre 

d¥ ÔY ÔY 

^ — A. ' ^i — T"' * » = :5 — 

az oxi opi 

Supposons (P,)o ^ : d'après le théorème sur les fonctions impli- 
cites (§ 9) on pourra résoudre l'équation (20) par rapport à p^ et la 
mettre sous la forme 

(20') Pi^f (^» a^p ..., X,, p„ ..., p,), 
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la fonction /'étant régulière pour j°, xf, pS^ et alore l'équation (20') 
admettra, d'après le théorème de Cauchy, une intégrale et une seule^ 
holomorphe dans le domaine du point x% x'J, ..., xi^ qui pour 
acj = xj se réduise à 4> (ajj, ac„ a:,, ..., x^). Cette intégrale sera 
nécessairement <ï> (Xj, ar,, ..., x^). Donc, dans ce cas, l'intégrale ^ 
est donnée par le théorème de Cauchy. 

Si Ç?^\ était nul, on chercherait un autre élément de l'intégrale 
pour lequel P^ ne s'annulerait pas et, si on peut en trouver un, on 
pourra raisonner sur celui-là comme sur le précédent et, par consé- 
quent, démontrer la proposition précédente. La méthode ne tomberait 
en défaut que si tous les éléments de l'intégrale 4> annulaient Pj, 
c'est-à-dire si l'intégrale 4> satisfaisait à l'équation aux dérivées 
partielles P, = 0. Mais alors, si on peut trouver une dérivée P^ telle 
que 4> ne satisfasse pas à l'équation P< = 0, on prendra un élément 
de ^ pour lequel (9i\ soit différent de 0, et en raisonnant avec x» 
comme nous l'avons fait avec Xj, on prouvera que ^ est donné par 
le théorème de Cauchy. 

On voit donc que la déinonstraiion précédente ne tombe réellement 
en défaut que si la fonction <P satisfait à la fois aux n équations aux 
déiivées partielles 

P,=0, P, = 0, ..., P, = 0. 

Dérivons l'équation (20) par rapport à x, : on aura une équation 

à laquelle devra satisfaire la fonction 4>, puisqu'elle satisfait à l'équa- 
tion (20). D'ailleurs, si <ï> satisfait aux équations P,. = 0, cette 
équation se réduira à 

• Xf -*- Zp, = 0. 

Donc, si la fonction <[> satisfait aux équations F = et P^ = 0, elle 
satisfait au système des 2n -H 1 équations aux dérivées partielles 
du premier ordre suivant : 

^ F = 0, P,z=0, X, + Zp, = 0, . 
^ ^ ( (t = 4,2,...,n). 
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Par définition, nous dirons qu'une intégrale <^ (Xj ac, ... ac.) 
qui satisfait à toutes les équations (21) est une intégrale singulih^e 
de Téquation (20). 

Remarque. — Nous avons spécifié que nous ne considérions 
qu'une équation F = 0, indécomposable, car, dans d'autres cas, 
ce que nous venons de dire serait sujet à caution. Ainsi, une équation 
de la forme 

F = (H)- = 0, 
est telle que 

àPi 

et, par jsuite, toute intégrale de l'équation F = 0, c'est-à-dire H = 0, 
annule P^. 

Si l'équation aux dérivées partielles n'était pas mise sous forme 
entière, il pourrait aussi arriver qu'il existe des intégrales telles que 
le premier membre cesse d'être holomorphe dans le voisinage de 
tout élément de l'intégrale. Nous en verrons des exemples plus loin. 
Pour éviter ces difficultés, nous supposerons, dans la recherche des 
solutions singulières, que l'équation a été mise sous forme entière. 

15. Étant donnée une intégrale 7\on singulière d'une équation aux 

dérivées partielles du premier ordre, il y a toujours une infinité 

d'intégrales de celte même équation infiniment voisines de l'intégrale 

considérée. 

Soit 

r [Zy Xj, Xj, ..., X„, p^y Pj, ..., p„) = U 

l'équation aux dérivées partielles et z = ^ (jCj, a?,, ..., x^) une 
intégrale non singulière de cette équation. Prenons un élément 
z°, x\y ..., Xnyp\y ..., pi de cette intégrale pour lequel Pj ne soit 
pas nul et soit ^ 

? V^îî *^i> •••> *^ii) == ^ y^if *^t9 •••' '^»»/* 

Considérons ensuite une fonction ^ (oc,, x,, ..., x„ a^, a,, ..., a^) 
des variables j*,, ..., x^ et de r paramètres a^, a,, ..., a^, dévelop- 
pable au voisinage du point xj, a^J, ..., xi^ a\y aj, ..., a^ , et se 
réduisant à ç (ce,, ac,, ..., x^ pour a^ = aj, .,., a,.=:a^. Il est facile 
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de construire une telle fonction, il suffit pour cela d'ajouter à 9 un déve- 
loppement convergent quelconque qui s'annule pour a^ = a}. D'après 
le théorème de Cauchy, il existe une intégrale W dépendant des parti' 
mètresa^, a,f ...^a^, holomorphe au voisinage du point x^, xj, ...,x», 
aî, ..., a*, et qui se réduit à ij; (a;,, ..., x„, ttj, ..., o^) pour Xj = 05?. 
Cette intégrale se réduira manifestement à <ï> (Xp x,, ..., x^) pour 
ttj = a\y ..., a^ z= a} et, puisqu'elle est holomorphe, on pourra 
déterminer un nombre positif p tel que, pour toutes les valeurs de 
cfi9 a,, ...} a,, telles que 

on ait 

I 4) — ijr I < a, 

pour les valeurs de Xj, x,, ..., x^ suffisamment voisines de x?, 
..., xî, a étant un nombre donné à l'avance: c'est ce que nous 
exprimons en disant que l'intégrale V est infiniment voisine de <[>. 
Cette propriété appartient à toutes les intégrales non singulières; 
donc, si une intégrale est telle qu'il n'existe pas d'intégrale infini-^ 
ment voisine d'elle, cette intégrale sera nécessairement singulière. 

16. Dans certaines questions sur les équations aux dérivées 
partielles du premier ordi*e, en particulier dans les méthodes de 
Jacobi, il y a souvent avantage à ce que ces équations ne contiennent 
pas explicitement la fonction inconnue, mais seulement ses dérivées. 
Voici l'artifice qu'on emploie pour la faire disparaître. 

Soit l'équation du premier ordre 

(22) r (Xj, X,, ..., x^, z, p^y ..., p^) :=: 0; 

trouver une intégrale de cette équation, cela revient à trouver une 
fonction V (z,Xj, ..., x,) telle que la fonction z définie parla relation 

(23) V(z,XpX„...,x,) = 

satisfasse à l'équation (22). Les dérivées partielles de z seront alors 
données par les formules 

^,-^^^^ = ^' (t = l,2,...,n). 
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c'est-à-dire 

âz 

La fonction V des (n -j- 1) variables r, x,, ar„ ..., œ, devra satisfaire 
à l'équation 

dV 

(24) F ( x„ X., ..., X.. r, - ^S -, - ^i:^ | = 0. 

Iz 

Soit V une intégrale de l'équation (24); on voit que l'équation V = 
donnera une intégrale de l'équation (22); mais rien ne prouve que 
ce procédé nous donnera toutes les intégrales de l'équation (22), car 
il n'est pas nécessaire que la fonction V satisfasse identiquement à 
l'équation (24), il sufGt qu'elle vériûe cette équation pour toutes les 
valeurs de r, x,, ac,, ..., x. liées par la relation (23). Nous allons 
montrer, effectivement, que ce procédé nous donne toutes les inté- 
grales no7i singulières de (22), mais il ne nous donne pas en général 
les intégrales svigulih^es. En vertu du théorème démontré dans 
le § 15, toute intégrale non singulière appartient à une famille d'inté- 
grales de l'équation (22) qui peut dépendre d'autant de paramètres 
arbitraires qu'on voudra, en particulier à une famille dépendant 
d'un seul paramètre a. Soit 

V {Zy Xj, Xj, ..., xj =. a 

cette famille. L'équation (24) devra être vérifiée quel que soit le 

paramètre a, en tenant compte de la relation précédente et, comme 

cette équation (24) ne contient pas a, il est clair qu'elle devra être 

vérifiée identiquement. 

D'un autre côté, si V est une intégrale de l'équation (24), il en 

sera de même de V -H C, où Ç est une constante quelconque, de 

sorte que toute intégrale de l'équation (22) obtenue de cette façon 

sera nécessairement comprise dans une intégrale dépendant d'un 

paramétre arbitraire, 

V 4- C = 0. 
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CHAPITRE II 



Équations linéaires. Systèmes complets. 

17. Dans l*élude des équations aux dérivées partielles, on a surtout 
en vue de ramener leur intéjçralion à rinléjjH'ation d'un système 
(Féquations difl'érentielles ordinaires. Le problème, ainsi posé, est 
complètement résolu pour les équations du premier ordre dont nous 
allons nous occuper. Nous commencerons par les équations linéaires, 
dont la théorie est plus simple. Cette théorie est due, dans ses traits 
essentiels, à Lagrange(*); elle a été complétée par Cauchy {-) et [)ar 
Jacobi (3). 

Considérons d*abord Téqualion linéaire et homogène suivante 

entre la fonction inconnue f et les n variables x^, x,, ..., a?^. Les 
quantités X,, X,, ..., X^ sont des fonctions des seules variables 
op,, x„ ..., cc„. L'intéfjration do Téquation (1) ou Tintéjçration du 
système d'éfjualions différentielles suivant : 






n 



sont deux problèmes équivalents. 
Soit, en effet, 

r ^**j, *Cj, •••* x^j — v-< 



(h Théorie de» fouvliomt ëaalytiqttex. Leçons .sur le ealcul tlex fonctions. 

1*1 Cumpteit rendui^ \. \V. 

(3; Journal de Crelle, t. M et \\\\\. GesamtneUe Werke, M IV. 
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une inlégnrale première du système (2); je dis que F est une intégrale 
de réquation ^1). La différentiation de réqualion F = G nous donne 

-7 — dx. -h -r — ax, 4- ... 4- - — ttjp- =. 0, 
âx^ * àx^ * f)x^ 

et, en remplaçant dx,, ..., dx^ par les quantités proportionnelles 
X,, ..., X^ tirées des équations (2), on arrive à la relation 

ôF „ âF „ . 

àx^ * âx^ 

qui doit être vérifiée quand on y remplace Xj, x,, ..., ap„ par un 
système quelconque d'intégrales des équations (2). Mais puisqu'on 
peut choisir arbitrairement les valeurs initiales de toutes les variables, 
l'équation précédente doit être vérifiée identiquement et F est une 
intégrale de l'équation (1). 

Réciproquement, soit ç une intégrale de l'équation (1), 9 = C est 
une intégrale du système (2). En effel, on a identiquement 

* dx^ • àx^ " âx^ ' 

on aura donc, pour un système quelconque d'intégrales des équa- 
tions (2), 

-r-2- dx. 4- -— dx^ 4- ... 4- T-^ dx^ = 0, 
âx^^ * âx^ * dx^ 

c'est-à-dire 

d^ = 0. 

Donc, pour toutes ces intégrales, on a 

9 (Xj, X,, ..., xj = constante, 

c'est-à-dire que ç = G est une intégrale du système (2). 

D'autre part, soient f^, /*,, ..., ft k intégrales de l'équation (1); 
n (/"i, /",, ..., /À) sera aussi une intégrale de cette même équation, 
H désignant une fonction absolument arbitraire. En eflet, on a 

A . ^ 4* A » \ 4~ . . . 4" A - — U« 

(t = l, 2, ...,/.); 
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par suite, 

'rî.;iir df, ou ^ , ^ '^^'l-û 



ce qui s'écrit 



X| ■ + X, -r -h- ... + X- -r 0. 

OX^ OX^ OX^ 



Ceci nous montre que si /*„ /"„ ..., /i,-i sont {n — 1) intégrales 
distinctes de l'équation (1), on aura une intégrale 

F = n (/i, /i, ..., /»-i), 

dépendant d'une fonction arbitraire de n — 1 variables, et qui a, par 
conséquent, le même degré de généralité que l'intégrale générale de 
l'équation (1). Il est d'ailleurs aisé de montrer directement que l'on 
obtient ainsi toutes les intégrales de cette équation. En effet, soit F 
une intégrale quelconque de l'équation (1), on aura 

On a d'ailleurs les (n — 1) relations 

(i = 4, 2, ..., n — 1); 

puisque les quantités X^, X„ ..., X. ne sont pas toutes nulles, ceci 
prouve que le déterminant fonctionnel de F, /*j, ..., /"«-i par rapport 
3 *^f9 §9 ***9 II esv nul . 

U \X^y X^y ..., X^) 

Il existe donc une relation identique entre les n fonctions F, f^y /*,, 

*(F,A,A-,/;.-i) = o, 

qui contient évidemment F puisque les fonctions f,, /"„ ..., fn-i sont 
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distinctes. On en conclut que F est une certaine fonction n (/p /,, 
..-, fn -\)' Donc, pour trouver toutes les intégrales de Téquation (1), 
il suffit de trouver V intégrale générale du système (2) 

et Vintégrale générale de (1) sera donnée par la fo}*mule 

/=n(ri,A,...,A-i), 

où n désigne une fonction arbitraire. 

Remarque. — Ce qui précède nous montre aussi que tout progrès 
fait dans l'intégration de Téquation (1) ou du système (2) entraîne un 
progrès correspondant dans l'autre problème, car si /'p /*„ ..., f^ 
sont k intégrales de (1), f^ = Cp ...,/* = Ct sont k intégrales de (2) 
et réciproquement. 

18. Considérons maintenant des équations linéaires quelconques. 
Soit 

<») ". ^ * •■. U. -^ ■■- -• /i - ■> = » 

une équation linéaire du premier ordre entre la fonction z et les 
n variables Xp x„ ..., a:,, où R, Pj, P„ ..., P, désignent des 
fonctions de z, Xp x^^ ..-^ ^r.* Faisons disparaître la fonction inconnue 
par le procédé indiqué au § 16. Pour cela, cherchons les fonctions V 
telle que la fonction z définie par la relation 

(4) . V(z, j-pX,, ..., ar„) = 

soit une intégrale de l'équation (3). On trouve, pour déterminer V, 
la relation 

D'après ce que nous avons vu au § 17, si on considère le système 
d'équations ditTôrenti elles 

dx^ dx^ dx^ dz 

p; ~ p. 1% ~ "ïï"' 
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et si 

^1 = ^15 ^1 = ^%9 •••> ^n = C„ 

est l'intégrale générale de ce système, Tintégrale générale de l'équa- 
tion (5) sera 

4> étant une fonclion absolument arbitraire. Par suite (§ 16) la 
relation 

^{u^, U„ ...,M^)=:0 

donnera toutes les intégrales non singulières de l'équation (3). 

Nous allons donner de ce théorème une démonstration plus directe. . 
Tout revient à montrer que, si dans n intégrales distinctes de Téqua- 
tion (5) Up t*,, ..., u, on remplace z par une intégrale de Tequa- 
tion (3), ces fonctions u^, m,, ..., u, deviendront certaines fonctions 
de Xj, ac,, ..., x^, liées entre elles par une relation identique. Imagi- 
nons que cette substitution ait été faite, et calculons le déterminant 
fonctionnel A de m^, u,, ..., u^ par rapport à aCp x,, ..., x„, en y 
considérant z comme une fonction de Xj, ..., x^. On aura : 

I du. du. du. du. du. du. 

dx^ dz ^* dx^ dz ^* dx^ dz '^ 



A = 



du^ du^ du^ du^ du^ du^ 



du^ du^ d w„ d u„ du d i/^ 

dx, ■*■ J^ ^*' d7, "^ JF^'' •••' ^7, "*■ "J^^" 

ce qui donne, en développant, 
^ _ D(Upii„ ...,tO ^ y D(Mpt<„ ...,u,) 

U (X^y X|, ..., X„) j^l" D ^X|, ..., X,_i, 2, Xj^.], ..., x„) 

Mais, iC|, u„ ..., u^ étant n intégrales de Téquation (5), on a les 
n identités 

* c^Xj ' dxj^ dx^ dz 

(i = l,2, ..., n), 

G. Ltfonx, 3 
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et, en résolvant ces n identités par rapport à P,, P,, ..., P«, R on en 
tire 

I> (W|, « «.) O («,, H,, ..., M.) 



U \X^y X|, ..., Xf^) L) \X^j ...y X,'_l, Zy X,'^_|, .*., X^) 

(t = l, 2, ..., n), 

en désignant par M la valeur commune de ces rapports. Il en résulte 
que Ton a 

. Si z satisfait à l'équation (3), on voit que A sera nul, à moins que M 
ne soit nul aussi. Donc, toutes les intégrales z qui n'annulent pas M 
sont telles que, si on les substitue dans tip u„ ..., u„ les fonctions 
ainsi obtenues sont liées par une relation. Toutes ces intéi^rales sont 
donc fournies par la relation 

<t>(î/j, u„ ..., u,) = 0. 
Examinons maintenant si M peut être nul. Soit 

> [Zf X,, Xj, ..., Xf^) =. (J 

une relation définissant une intégrale de l'équation (3), et soit 
x\j xj, ..., xj, 2* un système de valeurs satisfaisant à cette relation 
et telles que tous les coefficients P^, ..., P„, R soient holomorphes 
sans être tous nuls; supposons, par exemple, que (P|)o soit différent 
de zéro. On aura toujours, comme nous l'avons vu, 

D(UpU„ ..., M,) 



P, = -M 



D (r, X,, ..., x^) 



Nous pourrons alors, pour les valeurs de z, Xj, x,, ..., x. situées 
dans le voisinage de z% xj, ..., xî, résoudre l'équation (5) par 



dx^' 
dV ^* dx, ^ •■ 


t/x, àz 


^x^ 


P. 



et le Ihéorème de Cauchy nous apprend que cette équation (5)' admet 
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une infinité d'intégrales holomorphes dans le domaine du point 
xIj ..,j xJ, z\ On peut toujours supposer que Ton a pris pour 
tip ..., xi^ des intégrales satisfaisant à cette condition; le déterminant 

u (Z, X^y ..., Xj^) 

restera fini et, comme par hypothèse P| est différent de 0, on en 
conclut que M ne peut être nul. Le raisonnement ne serait en défaut 
que dans les deux cas suivants : 

4® S'il existait une intégrale- telle que, pour tout système de valeurs 
s*, xj, ..., xi vérifiant la relation 

V (Z^ X^y ..., Xf^) = U, 

on ait 

P^ = ... =P, = R=0. 

Dans ce cas, les coefficients P^, R seraient divisibles par un facteur 
commun, et il est clair qu'en égalant ce facteur à zéro, on aurait une 
intégrale de Téquation (3). * 

2^ Il en serait encore de même si l'intégrale définie par la relation 

V [z, Xj, Xj, ..., x„) = U 

était telle que, pour toutes les valeurs de z, x^y ..., x^ salisfaisant à 
cette relation, un certain nombre des coefficients Pj, P,, ..., P„, R 
cessent d'être holomorphes. Ce cas peut effectivement se présenter; 
prenons, par exemple, l'équation 

(A) p(x« + z« — 1) 4- g {xy + yT^* |/x' 4- y* -+- 2* — i) = 0. 
L'équation en V est : 

(B) (x• + z•-l)^^-(x^/ + K^=T«^/x«4-y' + z«~'0^7=0, 
et elle admet pour intégrale générale 

/ xy -^ yr^' Vx' 4- y« -H z« - i \ 

v^' X» + z« - 1 y 

D'un autre côté, l'équation (A) admet l'intégrale 
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qui n'est pas fournie par la relation V = 0, quelle que soit la 
fonction 4». Nous voyons bien que, au voisinage de toutes les valeurs 
de Xj, t/^, z^ qui satisfont à la relation 

les coefficients de l'équation (A) ne sont pas réj^^uliers. 

19. Pour compléter ce que nous venons de dire sur les équations 
linéaires, nous allons montrer comment on pourra déterminer la 
fonction arbitraire <^ de façon que l'intégrale satisfasse à certaines 
conditions données à l'avance. 

On peut, en général, trouver une intégrale 

^(Upll,, ...,u,)z=0, 

telle que la relation précédente soit vériûée identiquement quand on 
établit entre les variables z, Xp ..., a?„ deux relations quelconques 

/ \*> "^l» *^l' •••' *^n) --- ^î ? V^> *^l? •••> *^») -—- ^' 

En effet, ces relations permettent d'exprimer les quantités z, x^, a?,, 
..., x^ en fonction de (n — 1) variables arbitraires tj, („ ..., (««, par 
des formules de la forme 

^t = ^i (^> ^tr •••> *"-i)> (* = '^> 2, ..., n). 

Trouver une intégrale z satisfaisant à la condition énoncée, cela 
revient alors à trouver une fonction <I> telle que, si t^J, «J|, ..., n^ 
désignent les fonctions de t^y ?,, ..., t„_i que l'on déduit de Uj, ti^, 
..., ii„ en y remplaçant z, a*,, x„ ..., x^ par 6, 6j, 6,, ..., 6^, on ait 
identiqtiement 

Or, si on élimine tp t„ ..., t,_i entre les n relations 

u[ = w, (0, Oj, ..., 0„), 

w; = ti, (0, Oj, ...,o,). 



w:=:n,(e, Oj, ..., e,). 
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Oïl obtiendra, en général, une seule relation 

n(ti;, w;, ..., w:) = 0; 

et, par suite, l'équation 

n(Mj, w„ ..., uO = 

donnera l'intégrale cherchée. 

Nous voyons que cette méthode nous permettra, en particulier, de 
trouver l'intégrale de Cauchy qui, pour 

X, = xj se réduit à c = o (a;,, ..., x^). 

Nous pouvons, d'ailleurs, vérifier a posterioH que l'intégrale ainsi 
obtenue est holomorphe. En effet, si Pj est différent de et si 
P, , P,, ..., P^, R sont holomorphes, on pourra, dans le voisinage 
d'un point xj, ..., a?;, c^, mettre l'intégrale générale du système 



• 


dx^ dx^ dz 

p. p. - R 


sous la forme 






Uj — ^ Xj ~T~ \p^i *~" '^ i) •**■! * ••• 



G„ = X, + (a?i — xj) A, -f- ... 
Cj = z + (xj — xj) B -f- ..., 

et, par suite, on voit que la relation 

O = s -h (iCji — oîî) B 4- ... 

— ç[x,-h(.x-j— x;)A,-|-..., x^-{-(x^—x^^)^^-^'..,y ..., x„-f- (xj— jcJ)A„4-...] 

fournira une intégrale satisfaisant à la condition donnée et holomorphe 
au voisinage du point acj, xj, ..., xj. 

20. On peut donner de la mélhode qui a été j>uivie une interpré- 
tation géométrique dans le cas de trois variables. Considérons une 
équation linéaire à deux variables indépendantes x et y 

(6) Pp + Q^ = R, 
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et la droite D dont les équations sont 

X — X Y — 1/ Z — ;r 



(D) 



Q "~ R 



A chaque point jc, t/, z de l'espace correspond ainsi une droite D. 
Soit z = ç (ûc, y) une surface intégrale ; le plan tangent au point 
Xy y y z de cette surface a pour équation 

et on voit que Téquation (6) exprime que ce plan contient la droite D. 
Donc, si on considère totites les surfaces intégrales qui passeiit 
par un point donné de V espace ^ les plans tangents en ce point à 
CCS surfaces passent tous par la droite D relative à ce point. 

Nous appellerons courbe caractéristique une courbe telle qu'en 
chacun de ses points elle soit tangente à la droite D relative à ce 
point. Il résulte de cette déOnilion que les courbes caractéristiques 
vérifient le système d'équations différentielles 

dx _dy _dz 
^ ^ 'P "" Q "" R ■ 

Une courbe de cette espèce est en général complètement déterminée 
quand on se donne un de ses points, c'est-à-dire les valeurs initiales 
de Xy t/, z. Ces courbes forment donc une congruence. Soient 

(8) u (x, t/, z) = a, V (x, y,z) = h 

les équations de cette congruence, où a et 6 désignent des paramètres 
arbitraires, équations qui s'obtiendraient par l'intégration du sys- 
tème (7). Toute surface engendrée par les courbes de la congruence, 
associées suivant une loi tout à fait arbitraire, est une intégrale de 
l'équalion (3). C'est évident, car par tout point d'une telle surface 
passe une courbe caractérislique C située sur la surface et, par suite, 
le plan tangent en ce point contient la tangente à C, c'est-à-dire la 
droite D relative à ce point. Réciproquement, si S est une surface 
intégrale, il existe une infinité de courbes caractéristiques situées 
sur S, car le plan tangent en un point quelconque M contient la 
droite D correspondante; par suite, en chaque point de S, la di-oite D 
correspondante à ce point est tangente à la surface, et on pourra 
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trouver une infinité, de courbes tracées sur la surface et tangentes en 
chacun de leurs points à la droite D correspondante. Ceci nous 
montre géométriquement que toutes les surfaces intégrales s'obtien- 
dront en liant les paramétres a et 6 par une relation absolument 
arbitraire 9 (a, h) = 0, c'est-à-dire que 9 (m, v) = donne toutes 
les surfaces intégrales de l'équation (3). Il y aurait cependant une 
exception si la surface considérée satisfaisait aux trois équations 
P = 0, Q = 0, R = 0, car, dans ce cas, à tout point x, ?/, z qui 
annule P, Q, R, il ne correspond plus, en réalité, de droite D, cette 
droite est indéterminée. 

Ainsi nous venons de voir que toutes les surfaces intégrales d'une 
équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre sont les 
surfaces d'une certaine congruence de courbes. Réciproquement, 
étant donnée une congruence quelconque, toutes les surfaces de 
cette congruence satisfont à une certaine équation linéaire du premier 
ordre. En effet, soient 

u (x, y, z) = a, V (or, y, z) = h 

les équations de la congruence. Une surface quelconque de la con- 
gruence aura une équation de la forme 

(A) 9 ("> ^0 = 0, 

où 9 désigne une fonction absolument arbitraire. Je dis que z, consi- 
dérée comme une fonction de x et de y y définie par l'équation (A), 
satisfait à une équation linéaire du premier ordre; on aura, en effet, 
pour cette fonction z, 



1 

du 


/du 
\dx 


du 

-^Tz 


") 


dv 


/âv 


dv 
-''dzP 


à? 
du 


/du 
[du 


du 


') 


<)v 


/i)v 
[du 


dv 
^ dz'^ 



)=o. 



do do 

coiiiiiie on ne peut pas avoir simiiltanémont — ^ = 0, — ^ = 0, sans 

du d V 



(<) Les intégrales exceptionnelles signalées à la page .T> mnesiMnident an cas uii les 
4'f|ualions \t\ admeltriiienl elles-ni^'ines des solutions singulières, (ie i»oinl sera développé en 
di'lail plus loin. 



4»? i-l:.:*^ ?71; uk î^-catk^s^ aux icutéis tiuuelzjes. 

<tp»fr s sjtL laic^Ksiiai •&» « et de r. il ùat BêsessfeirefDent q^je le 



àm àm àr àr 

ày'^Tz^' ày'*'àl^ 

D<ii, r« D M, r ■ Du. r» 



= U. 



— A 



EnjCrUS. — 1* T£*ute> ies droite? jaraîièles à U3>e d.wle d:«niiée 

fi^nneni une ca>iipT>eDO? d?Qt ks éqiiitiv-ns sont 

» M := f X — ar = a, 

' r = ry — tr = s, 

a, î*, c êUiit Ite paruDêtres direc>ur? de U droite àiiDD^. On en 

cscndnt <pe t(ws leE cylixïdres d:42t k< ^êi^ëràTices sont pinll^les 

à la drcÂte 

x_y r 

a b r 

sitisibot àréqmtjon 

ap -^ hq^=r c. 

Dp xDème, tontes les droites qui passenl par on pcûot âxe x«. y„ r^ 
lonDent une oonpiieDoe diMit les êquatkais sont 



\'-'. 



} 






D'où il résulte que tons les cônes ayant pour $c*mmet le ptÂnl x^, y,, r, 
satisfont à Têquation 

P «v-r — x,> -»- g vy — y, » = r — r,. 

^ Tontes les surfaœs qui conpent ortho^c^nalement la famille de 

ftx. y, r>= rt. 
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OÙ a désigne un paramètre variable, satisfont à Téquation du premier 
ordre 

dx dy âz 

Les caractéristiques de cette équation sont données par les équations 
difTérentielIes 

dx dy dz 

dx dy dz 

Ce sont donc Jes trajectoires orthogonales de la famille de surfaces 
f= a; résultat évident a priori. 

3» Cherchons les relations que doivent vérifier P, Q, R pour que 
les caractéristiques soient des droites. Soit 

Pp 4-Qg = R 
une équation satisfaisant à cette condition. Posons, pour abréger, 

P Q R 

U = — j V = — 5 w = 



KP» -h Q« -+- R* KP»4-Q«-t-R« KP'4-Q'-+-R' 

de telle façon qu'on ait 

u* -h V* ^- 10* = 1. 

L'équation cherchée prendra la forme 

wj) 4- vg = w. 

Soit, alors, m un point de coordonnées x, t/, r et D la droite corres- 
pondante dont les cosinus directeurs seront évidemment m, v, w. 
Pour que les caractéristiques soient des droites, il faut qu'en un 
point voisin m' pris sur la caractéristique,- te, v, w soient les mômes; 
il faut donc que Ton ait 

d u = 0, d V = 0, d «; = 0, 

pour les systèmes de valeurs de x, y, z satisfaisant aux relations 

dx dy dz 

U V W 
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La condition du = s*écnt 

au , au , au ^ 

dx ^ -_ dy 4- de = 0, 
âx ay " dz 

ou 

t)u du du 

u . -i- V h te —- = 0. 

âx ay az 

En tenant compte de la relation 

u' + V* + u»' = 1, 
qui donne 

du âv àw 

âx âx âx 

on peut encore écrire celte condition 



(au âv\ /âw âu\ 
ây âx) \âx âzj 



Les conditions dr = 0, dic = fournissent' deux relations ana- 
lo^es à la pi*êcédente et finalement on arrive à deux équations 
distinctes seulement : 



(9) 



c^i* Ow âw au au âv 

âz ây âx âz ây âx 

u V w 



Si ces relations sont vériliées quels que soient x, y, s, on obtiendra 
immédiatement les caractéristiques en prenant les droites D issues 
de tous les points d'une surface, par exemple d'un des plans de 
coordonnées (*). 

4^ On satisfait aux équations (9) en prenant pour u, i% w les 
dérivées partielles d'une fonction 6 qui devra vérifier la relation 

f*l Si les re!;iti«>ns Oi no se n'iluisei.t |«sà des ûlentitt>$, elles déllal.ssent ane courbe oa 
onc surface, iiui e:$t le lieu des pi>inlsoù les raracti!'ristiqacs t>nt un ronlaet du srcoiid ordre 
tvei" la t3n;:er.!e. Ou peut se |njinn>*:r de nit^mc de In^uver le> ooQditious que doiveat T«>rificr 
P, Q. R pour quelescaraft»Ti5liiiuessoîo:il ilesrerrles. ou Ji»sr«»:iiques, ou slmidomeut des 
it>urbes piaues. Dansce dernier cas. on Toil ai!K.'ment que Ton obtient par dis ralr-uls alsé- 
Lriques rinti*crale générale des équations iT>, sauf dans un cas particulier où on aura seule- 
ment one intégrale première. 




CHAP. II. -— ÉQUATIONS LINÉAIRES. SYSTÈMES COMPLETS. 43 

Il en résulte que les caractéristiques de l'équation 

^ âx ây az 

seront des droites. Si nous nous reportons aux conclusions du deuxième 
exemple, nous voyons que ces caractéristiques sont les trajectoires 
orthogonales de la famille de surfaces^ 

Ô (aï, 2/, z) = a, 

et puisque les caractéristiques sont des droites, on en conclut que la 
famille 6 = a est une famille de surfaces parallèles. 

21. On rencontre souvent dans des problèmes de géométrie des 
équations du premier ordre qui se décomposent en plusieurs équa- 
tions linéaires. Ainsi, par exemple, cherchons Téquation aux dérivées 
partielles- des surfaces qui coupent orthogonalement la famille de 
surfaces 

(A) f (x, y, z, a) = 0, 

dont Téquation contient le paramètre arbitraire a au degré m. Pour 
avoir cette équation, il faudra éliminer a entre Téquation (A) et 
l'équation 

ox ây dz 
Soit 

ré(|u<-ition ainsi obtenue; je dis que 9 est le produit de m facteurs 
linéaires par rapport àp ei q. En effet, en un point quelconque de 
l'espace x^, t/^, z^, passent m surfaces de la famille (A) correspon- 
dant aux valeurs du paramètre a racines de l'équation 

Soient ONj, ON,, ..., 0N„ les normales à ces m surfaces au 
point (Xo, 1/0» h)y «j, r^ w^; ti„ r„ ir,; ...; tt,„, r„., u^, leurs 
cosinus directeurs. Toute surface orthogonale à une des surfaces de 
la famille, en 0, devra être tangente à l'une des droites ONj, ON,, 
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« 

..., ON^ et par suite satisfaire à Tune des équations 

UiP -h Viq — 1/;^ = 0, (i =: 1, 2, ..., m). 
On en conclut que ç est égal au produit 

abstraction faite d'un facteur indépendant de p et de q. 

De telles équations font correspondre, à chaque point de l'espace, 
m droites Dj, D,, ..., D^, et elles expriment que le plan tangent à la 
surface intégrale contient une de ces m droites. Nous pourrons alors 
généraliser ce que nous avons dit au § 20 et désigner sous le nom 
de courbe caractéristique une courbe telle qu'en chacun de ses 
points elle soit tangente à l'une des m droites correspondantes. Les 
considérations employées plus haut nous montrent encore que toute 
surface intégrale est un lieu de caractéristiques. Il est à remarquer 
que, pour former les équations différentiel les de ces courbes, il n'est 
pas nécessaire de savoir effectuer la décomposition de 9(0;, t/, z, py q). 
En effet, soit Pp -f- Q^ — R un facteur linéaire de y. En exprimant 
que ç (x, y, z, /}, q) est divisible par Pp -h Qq — R, on aura des 
équations de condition homogènes en P, Q et R, qui, pour chaque 

point (x, y y 2), fourniront m systèmes de valeurs pour ^ ^t ït' En 

remplaçant dans ces équations P, Q, R par les quantités proportion- 
nelles dxy dyj dz, on aura les équations différentielles des caracté' 
ristiques. 

22. La détermination des intégrales qui satisfont à des conditions 
données se trouve ainsi ramenée à un problème de géométrie. Ainsi, 
pour avoir la surface intégrale qui passe par une courbe donnée, il 
suffira de prendre les caractéi'istiques qui passent par les divers 
points de cette courbe. Il y aura indétermination si la courbe donnée 
est elle-même une caractéristique, et dans ce cas seulement. De 
môme, on obtièndj*a une surface intégrale tangente à une surface, en 
prenant toutes les caractéristiques tangentes à cette surface. 

23. Nous pouvons, en employant un langage géométrique con- 
ventionnel, étendre ces considérations à une équation linéaire à 
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n variables. Nous dirons qu'un système de valeurs x% xj, ..., xj, des 
variables x^, x,, ..., x^ sont les coordonnées d\in point dans Vespace 
à n dimensions. Nous désignerons sous le nom de courbe l'ensemble 
des points dont les coordonnées sont des fonctions d'une seule 
variable, et nous appellerons surface l'ensemble des points dont les 
coordonnées satisfont à une seule relation 

r (X|, Xj, .,,y x„) = U. 

Considérons alors l'équation 

r^ àz ^ âz ^ dz 

Pi T- -t- P, T- -t- ... + Pn :i R = 0, 

dx^ dx^ âx^ 

où P|, ..., P„ R sont fonctions de x,, ..., x^, z. Soit 

V ^z, Xj, Xj, ..., x„) = 

une relation définissant une intéjp-ale. Nous appellerons surface 
intégrale la surface définie par cette relation. Nous avons vu que, si 
on considère le système d'équations difTéœntielles suivant 

dx^ dXf^ dz 

et si 

^1 = ^1, Kt = C„ ..., w^ = C, (G) 

est l'intégrale générale de ce système, l'intégrale générale de l'équa- 
tion proposée sera définie par la relation 

où <I> désigne une fonction arbitraire. 

Les équations (G) définissent une courbe dans l'espace à n -t- 1 
dimensions ; c'est cette courbe que nous appellerons courbe caracté- 
ristique, et on voit que la surface intégrale la plus générale s'obtient 
en associant suivant une loi arbitraire les courbes caractéristiques. On 
veiTa d'ailleurs aisément que, réciproquement, si on considère dans 
l'espace à 71 + 1 dimensions une famille de courbes dépendant de 
n paramètres arbitraires, les surfaces obtenues en associant suivant 
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une loi quelconque les courbes de cette famille safislmt à une même 
équation linéaire du pi*emier ordre. 

24. Systèmes complets. — Considérons un système de q équa- 
tions linéaires et homogènes 

Xi (a) = a T— -f- «î x7 ■*■ — ■*■ ^- XT = "' 

(10) i^«<^ = «î^,-^«î^----*-«-^. = 0' . 



àf „ à{ df 

dx^ ox^ âx. 



X,(/^) = aî ^4-aî^ +... H.a;^=0, 



à n variables indépendantes Xj, x,, ..., x,, dans lesquelles les quan-, 
tités ai sont des fonctions de Xj, x,, ..., x,. Nous désignons par le 
symbole X< ( ) l'opération 

. <^ , à . d 

e/X| ax, âx^ 

Remarquons, de suite, que ce symbole X ( ) jouit de propriétés 
analogues à celles du symbole de la dérivation. Ainsi, il est facile de 
vérifier que si u, v, w désignent des fonctions de Xj, x„ ..., x^, 
on a 

X (u 4- V -+- u;) = X (u) -f- X (v) -f. X (ly), 

X (uv) = mX (v) -f- i^X (u), 



et, plus généralement, 

X (f (u, «, u.)) = g X (M) + ^ X («) + ^ X («,). 



Nous dirons que les q équations (10) sont indépendantes s'il 
n'existe aucune relation identique de la forme 

(il) \X, (f) + X,X, (f) + ... +\X,(f) = 0, 

où X|, X„ ..., Xy désignent des fonctions de Xj, x„ ..., x„ non toutes 
nulles. On voit, d'après cela, qu'un système de la forme (10) ne peut 
contenir plus de n équations indépendantes. 
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1® Supposons q ^ n. Si parmi les q équations il y en a n indé- 
pendantesy le système n'aura évidemment que la solution unique 

àf _ àf _ _àf_ 
11,- dx, ^.-"' 

c'est-à-dire 

/^(aCj, x,, ..., x^) = constante. 

Si le système proposé contient moins de n équations indépen- 
dantes, on pourra le remplacer par un système de n' équations 
(n* -<; n), équivalent au premier et composé d'équations indépen 
dantes. 

2* Supposons g -< n et supposons, de plus, ce qu'on peut toujours 
faire, les équations indépendantes. Nous allons montrer qu'on peut 
former de nouvelles équations linéaires qui devront être satisfaites 
par toutes les solutions des équations (10). En effet, soit / une inté- 
grale des équations (10), on aura 

et par suite 

X, [Xt {/)] = X, [0] = 0, 
X* [X, if)] = X, [0] = 0, 

f satisfait donc à l'équation 

(12) X, [X, (f)] - X, [X, if)] = 0. 

Cette équation (12) est encore linéaire et du pnemier ordre. En 
effet, il est facile de vérifier que toutes les dérivées du second ordre 
de / disparaissent dans le premier membre. 

Le coefQcient de -r— r est 

àxi 



.«■ ^k ^t^i 



a\aH — ttAtti = 6, 



et celui de -; — -r— est 
âxn axi 



aîaf -*- a! ai — aiaî — a\ciK = 0. 
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àf 
D'aiJleurs, le coefficient de —^ est 

a\ -r ha;- h ... + ci -— 



(12)' X, [X* if)] - X, [X, (ni = 2 I ^< («*■) - X* («*) 1^ = 0- 



L'équation (12) peut donc s'écrire sous la forme 

. Imaginons que Ton ail formé toutes les équations, telles que 
l'équation (12), que l'on obtient en combinant deux quelconques des 
équations (10); ces équations admettront toutes les inté;^r;il(\s du 
système (10). Désignons par 

X,+,(f) = 0, X,+,(/) = 0, ..., X,+.(f) = 0, 

toutes celles de ces nouvelles équations qui sont indépendantes entre 
elles et qui forment avec les équations (10) un système 

(13)X,(n=0, ..., X,(/)=0, X,^i(/)=0, ..., X,^,(n=0, 

d'équations indépendantes. Si ^4- s=:n^ le système (13) et, par 
suite, le système (10) n'admettra que la solution banale /*= G. Si 
g -h s -< n, on pourra recommencer sur le système (13) les opéra- 
tions faites sur le système (10), et ainsi de suite. En continuant de 
la sorte, on arrivera finalement, soit à un système de n équations 
indépendantes, et alors le système (10) n'admet que la solution f = C ; 
soit à un système de r équations indépendantes, où r -< n, et tel que 
toutes les combinaisons 

^ [X, (T)] - X, [X. (/')] 

soient des fonctions linéaires de Xj {f)y X, (/*), ..., X^ (J), Dans le 
second cas, nous serons arrivés à un système tel que l'application de 
la méthode précédente ne donne aucune équation nouvelle. Un tel 
système a été appelé par Glebsch système complet. 

Nous voyons, en résumé, que la recherche des intégrales d'un 
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système de la forme (10) se ramène à la recherche des intégrales 
d'un système complet. 

25. La théorie des systèmes complets repose sur les propriétés 
suivantes. 1® Soit, 

(14) X.(0 = 0, X,(/) = 0, ..., Xr(f) = 

un système complet. Si on fait un changement de variables défini par 
des relations 

(A) Xi = 9. (i/j, t/„ ..., y^), (i = 1, 2, ..., n), 

résolubles par rapport aux nouvelles variables t/j, t/,, ..., */,, le 
système (14) sera remplacé par un nouveau système qui sera aussi 
complet. En effet, on pourra considérer inversement j/j, y,, ..., «/„ 
comme des fonctions de oîp x„ ..., x^ : 

Vk = ^k (a^i, ^v •••> ^«)> (^ = ^^ 2, ..., n). 

Remplaçons dans fy x^J x,, ..., x^ en fonction de i/,, t/,, ..., t/ny 
on aura 

puis, portons dans X (f ) ces expressions des quantités — et substi- 
tuons à Xp X,, ..., x^ les variables i/p y,, ..., y,. On aura un 
résultat de la forme 

où 6j, b„ ..., b^ désignent des fonctions de y^, y„ ..., y., c'est-à- 
dire que Ton aura identiquement 

X (0 = Y (/), 

en vertu de la substitution (A), /"désignant dans le premier membt*e 
une fonction de Xp x,, ..., x. et dans le second membre la même 
fonction exprimée au moyen de y^, y„ ..., y^. Le changement de 
variables (A) substituera donc au système (14) le système 

(15) y. (/') = 0, \{f) = 0, ..., Y,(n = 0, 

G. LfçoHS. 4 
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qui 5eni. êvideinuient* composé d*équatioDS indépeiidante^. Je dis 
que le système . loi est un système complet. En effet, on a identi- 
quemfnt 

X. .p = Y. ./>. X. ./> = T. >f,, 

qiKl que ^t f. Donc on a aussi 

X, [X» •/,] = Y, [X» ./,! = \\ [Y. •/.], 
X, [X, ^«1 = Y, [X, ./»] = Y» [Y, ./■.]. 

et, par saite« 

X, [X, /l - X, [X. ri = Y, [Y, ./,] - \\ [Y. if.], 

en i«rtii ^ie U substitution 'A . D*ailletirs« puis^pie, par liypoU»êse« le 
spstèflue « 14 est complet, on a identiquement 

X, [X, f] - X, [X, ./ 1 =À.X, ./. + ... -T- ivX. fK 

On en coodut* en fusant le ckinp^ment de laràbies t A v que Fon a 

Y. [Y. n - Y» :y. / ] = k. Y. /' - ... + -*; Y, A 



en oèK^niaxi: lar il^, *4 #^ ce que oerjennent . ^, ju,, ..., /.^ 

q-suKi on y remp-ace r^, x, r, en fxictscn de y,* y, y^. Le 

sy^stècie !o es: donc lœssi A-cnpî-ft- 

:î* Sî on remplace !e sy^tènie 14 par un systènn^ èq^i-nlent. le 
ft.Gvnu sv>:ème sen sa sv^tèaie v-ocupiet. Nocas ipp«*£le;vns système 
€i{m£'yMlerK: lu sys:*.:^» 14 un systès» 

ItJ Z. ; =i\ Z, / =0L .... Z. / =i\ 

Z, ; =A:X,; +A»X, / ^_+AÎX./. 
les 4-si:i::::r< A; icLi: ôf* :occ6:«s de r^ x, feCes q[T>» ïe dcter- 



P = I n A: A* ... a; 

s'fUirLTier-'a: "jjaea.rviiteec ix =?.'«■: a ie X, r" ^ X. f-. La 

^^ vt ."~ — ^ V .'"* • 
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sera égale à une somme de termes de la forme 

A?X, [AiX* (/)] - AiX» [A?X, (0] = AÎXi (Ai) X,. {f) 

- AiX» (A?) X, (f) + AÎAi I X, (X, {/)) - X, (X, (/)) |. 

Cette différence sera donc une fonction linéaire des quantités X, (/"), 
..., X^ (/) puisque toutes les différences X, [X;t (/)! — ^k L^^ (f)] 
sont, par hypothèse, des fonctions linéaires de Xj(/), X,(/'), ..., X^{f), 
et, par suite, une fonction linéaire de Z, (/"), Z, (/"), ..., Z^ (/"). 

26. Systèmes Jacobiens. — Considérons un système complet 
de m équations linéaires à m 4- n inconnues. D'après ce que nous 
venons de dire, nous pourrons toujours le remplacer par le système 
complet équivalent, obtenu en résolvant ces équations par rapport 

à m des quantités - — > - — > •••» Nous pourrons donc toujoin*s • 

supposer qu'on ait mis un système complet sous la forme ■ 

IX (n=— 4-^'-^ I ^1 ^f ^ .. + ^1 ^f _,o 
; *^^ dx^ ^ àx„,+i ^dxn,^t '" '' àx„,^n ' 

^^a;^ *^x,»+i *^a;«4., "" " ^x^+n"" 

Nous appellerons, dorénavant, système jacobieji tout système complet 
de la forme (17). 

Dans tout système jacohien, on a identiquement : 

X, [Xt (f)] - X, [X, (f)] = 0. 

En effet, puisque le système est complet, on a 

X, [X* (f)] - X, [X, if)] = XjX, (A) + ... + X.X, (f). 

Le coefficient de -—^ dans le second membre est X. ; mais, quels que 

soient i et k, le premier membre ne contient aucun terme en 

-—y -~- "M —^ ; on doit donc avoir X. =0, et, en général, on devra 
ax^ </x, âx^ 
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àf _ 
avoir Xi = pu£s>{Tje le c»]efticienl de - — t A -«c m » dan* le ï^eeood 

membre est à^. Doue* 

On en coodut^ en se reportant aux édités » i:2>' .qiie les coefBcienls 6 
satxslont aax relations 

. is. X, t6r> - X, 6;. = 0. ; ' "' f "^ / ? "" "* ' 

27. TEÊORÉÎn:. — Joict s^^^me complet de m éq'tations ù 
m -f- R Ktniabie^ mdépendantet admet n mtêçrale^f éisliûctef. 

Puisque txzt sy^t^oie complet se ramène à on système jaiX»bLen« il 
nous suffit d'ètiblir la pn>f«jsi*.i*>n p»:'Ur un système ja♦^>Lien- Coosi- 
dêfoos aî«3rs le systèjie » 17=; rê«:{uation X, «/"; = aiimet 'S 17^ 

<m + n — !■ înté^rxes *iistinctes y,, y, ym^«- Sxt y^ ane 

k>Ei«:tion de Xj, x, x, ilistinote Jes précédentes; pren»>ns y^» y,, 

..., ym-« comme &>uf elles variabies. L'équation X^ '/". =0 sera 

^ , àf 

remplacée par i équition — — = 0. poisque la niHiTelle é«|T£itioa «i«Ml 

lilmettre les întê-^dles y,, y, y«^«. Ima^nons, de p^ïxs. qu'on 

ait réso(u les im — 1) équations restantes par nppoct à m — 1 

éèf df 

dérivées, soit -: — -r Le sr^tème » 17» sen ak>rs remplacé par 

d^^ d^, ' ' * 

W système jacobien éqaiialent 

à'Ji 

dans lequel les quantités ':\ sont des f:a*:t:oas «les seules nriabfes 
y,, y^. .... y*-..*. Ea eflfet. le système ih est complet ItSj et, 

df df df 
pacsqnll est résola par rapport à -T — ♦ il est jaicobîieti. 
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On a alors (§ 26) 

Hais ci est nul quel que soit h; par suite, 

La première des équations (19) nous montre que f ne doit pas 
dépendre de i/p et comme cette variable ne figure pas dans les 
équations 

nous pouvons en faire abstraction, et nous sommes ramenés à cbercher 
les intégrales du nouveau système jacobien de m — 1 équations 

Y,(f) = 0, ..., Y„(f)=zO. 

On ramènera de même ce système à un système jacobien de m — 2 
équations km -h n — 2 variables, et ainsi de suite. Finalement, on 
arrivera à une seule équation linéaire à n + 1 variables, admettant 
les mômes intégrales que le système proposé. Le théorème étant vrai 
pour m ^ 1, il s'ensuit qu'il est général. Nous voyons de plus que 
si 9p ç„ ..., 9„ désignent n intégrales distinctes des équations {il), 
toute autre int^rale commune sera de la forme 

f=H (9p ©„ ..., 9„), 

n désignant une fonction arbitraire. 

Pour passer du système (17) au système (19), il faut avoir intégré 
l'équation linéaire X, (f) = 0, ou, ce qui revient au môme, le 
système d'équations différentielles 



dx^ dx, dx^ ___ dx„,+i __ dx^+ 

1 - " 6; w 



n 
- > 



qui se réduit à un syslôme de n équations du premier ordre. Pour 
passer du système (19) au système jacobien suivant, il faudrait 
encore intégrer un nouveau système de n équations du premier ordre, 
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et ainsi de suite. £n défînitive, pour intégrer par cette méthode le 
syslème (17), on aurait à intégrer successivement m systèmes de 
n équations différentielles du premier ordre, et à faire m — 1 chan- 
gements de variables. 

Remarque I. — Les »i intégrales distinctes Çj, 9,, ..., e„ du 
système (17) sont encore distinctes si on les considère comme fonctions 
des seules variables ac,« + i, x^ + f^ ..., ac„4.,. Supposons, en effet, 
qu'il existe une relation identique de la forme 

^ (^i> ^i> •••? ^m> ?i> ?i> •••> ?») = 0, 

on aurait alors 

X» (*) = 0, 
c'est-à-dire ' 

^* -^ J7. ^* ^' '^ "" ^. ^* ^-'^ "" - "" ^. ^* ^'"^ = ''' 

(/i = 1, 2, ..., m). 

D'ailleurs, puisque 9,, ç„ ..., 9, sont des intégrales du système (17), 
la relation précédente se réduira à 

^— =0, (/ï. = d,2, ..., m); 

<^ serait donc indépendante de a?,, ar„ ..., x,^ et il y aurait une 
relation entre les fonctions 9t? ?i> •••)?«♦ ^ ^"^ '^'^^ P^s. 

Remarque IL — D'après ce qui précède, il est clair que si 
m équations linéaires indépendantes à (m + n) variables admettent 
n intégrales distinctes, le système formé par ces m équations est un 
système complet. Car, s'il n'était pas complet, il serait compris dans 
un système complet de plus de m équations et, par suite, ne pourrait 
•admettre n intégrales distinctes. 

23. Méthode de Mayer (*). — La méthode d'intégration précé- 
dente exige, nous l'avons vu, des calculs assez pénibles. Des méthodes 

(i) Le procédé employé ici est identique au fond à celui de Maycr ; la méthode môme de co 
géomètre sera exposée dans le chapitre suivant. 



f^K 
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plus simples ont été données par Clebsch (*), Weiler (*) et Mayer (3). 
Celle qui exige le moins d'intégrations est due à Mayer ; nous nous 
bornerons à celle-là. 

Théorème. — Soit x]j xj, ..., x^^^ un système de valeurs des 
variables x,, x„ ..., a;n, + „, au voisinage desquelles les coefficients 
hi du système (17) sont holomorphes; il existe n intégrales ç^ o„ 
..., ç,, du système jacohien 

(17) !"•(« = ^, + '"■ .-It,-^ ■• + '■. -f- = »' 



'm + H 



(i=:d,2, ..., m), 

holomotyhes au voisinage du point x% xj, ..., aci^^, et se rédui- 
sant respectivement à x^ + i^ .. , a^m -4- » pour 

I ^— •*' 1 ? • • • ) •*'m — •*'m • 

m 

Ce théorème est vrai dans le cas de m = 1, car il se réduit à un 
cas particulier du théorème de Cauchy; pour montrer qu'il est 
général, il suffira de démontrer que, s'il est vrai pour (m — 1) 
équations, il est encore vrai pour m. Supposons donc qu'il soit vrai 
pour (m — 1) équations. Nous pouvons, sans restreindre la généralité, 
supposer 

OCj — Xj — — ... — ^ Xfn^n — u. 

L'équation X^ (f) = admet les intégrales évidentes a?„ x„ ..., x^ 
et, d'après le théorème de Cauchy, elle admettra, en outre, n inté- 
grales xlt + iy xlt 4. t, **", x'm-^-ny holomorplics au voisinage de x^ = x, 
= ... = x„4.n = 0, et se réduisant respectivement à a'm+i, x^^ty 
..., Xn,^m pour Xj =0 

Xn + l ^^ ^m + l ~^" ^i^m + l ~H •••> 
y-fcv 1 Xm + i ==^ X„,4.t 4" X|Abi4.j -f- ..., 

*^mA-H — — '^m + n • Xj A„,4.n -+* .... 



(«î Clebsch, reftff rfi> simultané Intégration linearer paTtieHer Di/ferentialgleirhungen 

iJommaldeCrelleA. LXV). 
(«) Weilcr, SchtOmilck't Zettnchrift fur Ualhematik, Bd Vlll, i8G3, et Bd XX. 
V'I Mayer. Veber unbesckrUItt integrabel Sgateme, etc. {Mathematûtche Annalen, t. V). 
Bmiletim des Seieneet wuUkémûliquei et ttMtron(miques, t. XI, i^* série. 



o(> LixoNs srn les équations aux oÊnn'ÉES partielles. 
Posons, |X)ur la symétrie de la notation, 

«1*1 — JTp J'j 'i* •••> ^"i ~"" ''^m'i 

et prenons les quantités jr|, xj, ..., jtI-»., pour nouvelles variables. 
Puisque le déterminant fonctionnel 

est r^ral à 1 pour .r^ = 0, on en conclut que, au voisinage de x^ = 0, 
on pourra résoudre les équations (A) par i apport à x.+h ^m-t-u 
..., X.4.. et les mettre sous la forme 

^ f -••; ; 

par suite, toute fonction holomorphe de x^^ ...« x.^. est aussi 
une fonction holomorphe des nouvelles variables, et inversement. 
Ce'i posé, Téquation X^(f)=0 deviendra, avec les nouvelles variables, 

d ailleurs, on aura 

ÉL-^ÈL ^f <^J^^i àf dxl^ 

âXi dxl àx^+i âXi '" àxi^^ dXi 



et 



dt __ df dxi^x ^ df dxU, 

"t~ ... -♦- 



dXm^\ dxi^i àx^^k àx^^^âx^^.k 

Donc le système ^1T> sera remplacé, avec les nouvelles \'ariableSy 
jKir le système 

âx^ 

àf , âf ««_i/L — A 



àf ^ àf ^ ^f ^ 

-—7 -• t7 --; h ... -h i\ T—^i ^ 0, 

Ox^ QX^^X ilx. 
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OÙ les quantités eÀ désignent des fonctions des seules variables x^, 
..., Xm4.» (§ 27) et, comme les fonctions cl se déduisent de fonctions 
holoinorphos par les seules opérations de l'addition et de la multipli- 
cation, on en conclut que ces fonctions sont régulières au voisinage 
du point 

Le théorème étant supposé vrai pour (m — 1) équations, il existe un 
système de n intégrales 9,, 9,, ..., 9^, régulières au voisinage de x, 
= xi = ... = xln+n =^ 0, satisfaisant aux (m — 1) dernières équa- 
tions (20) et se réduisant respectivement à xi+i, ..., xi, 4., pour x^ 

«< = x'm+i + aciC,. + .... 

D'ailleurs, ce système d'intégrales satisfera évidemment à l'équation 

àf 

-—^7 = 0, puisqu'elles sont indépendantes de xj. 

€/X| 

Par suite, en remplaçant les variables xJ, xJ, ..., x'^^n par les 
variables x,, x„ ..., x^n+ny on en conclut que le système proposé 
admet le système d'intégrales 

?< = a?«i+» + x^Di 4- ..., (i = 1, 2, ..., n), 

holomorphes au voisinage du point 

Xj =:= Xj = . . . =:z Xa, 4. n r=l U, 

et se réduisant respectivement à Xm+u ..., Xm+ny pour x, = 0, 

Xj = U, ..., Xa, = 0. 

29. Soient 9^, 9,, ...9 ?ii I^s intégrales satisfaisant aux conditions 
précédentes. Nous dirons qu'un tel système d'intégrales forme un 
système fondamental relatif au point 

Soit alors 4> (x>,+i, x,»+,, ..., x^^h) une fonction quelconque, 
holomorphe dans le voisinage du point xH^ + u x^^.!, ..., xit+ny la 
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fonction 

F = <t»(çp (p„ ..., 9^ 

sera une intégrale du système (17), holomorphe au voisinage du point 



et qui, pour 



a| — **^iy •••5 «^'m-*-!! *^m-k-n^ 



**■ i **'!> •••> **'m »*'iii > 



se réduira à la fonction <1> (a:„+i, ..., x»,4.„). On peut donc énoncer 
la proposition suivante, qui est une extension du théorème général de 
Cauchy dans le cas d'une équation linéaire. 

Théorème. — Soit ajj, ..., xi^.» un système de valeurs pour 
lesquelles les coefficients 6J sont holomorphes, et ^ (a;«+i, ...,x«4.,) 
une fonction holomorphe dans le voisinage du point Xj^+i = xi 4.1, 
..., Xm^n = i^i+n; l^s équations (d7) admettent une intégrale 
commune holomorphe dans le domaine du point xj, ..., xi^.,, et 
se réduisant à ^ (x„,+i, ..., Xm+») pour 

I — M^]) •••j «A'fli — •*'m* 

30. Cette proposition établie, soilxj, xj, ..., xi+„ un système de 
valeurs au voisinage desquelles les coefficients Î?J, dans le système 
complet (17), sont holomorphes. La méthode de Mayer pour la 
recherche des n intégi-ales distinctes ç,, ..., 9„, qui satisfont à 
l'énoncé du théorème précédent, consiste à faire le changement de 
variables suivant : 

(A) X4=:x;4-i/i» ^i = ^5 + yi2/i> •••> ^m = ^m -i- ViV^i 

on aura alors 

àf àf âf ôf 

/r,x ^ àij, dx, âx, ûx„ 

^^ ' âf âf âf âf 

àVt àx^ âtj,^ ^ âx^ 



'm 4-» 



La substitution directe des variables i/^, i/„ ..., j/„, x^+i, ..., x, 
aux variables x^, ..., x„, x^^+i, ..., x^+n, remplacera le système (17) 
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par le système équivalent 

m^ / Y. (H = T^ + ^î J^ + ••• + ^n j^ = 0, 

Y^{f) = 4L 4- ct/^ -f- ... 4- c://^ =0, 

dans lequel les coefficients cf sont des fonctions holomorphes dans 
le voisinage du système de valeurs 

Vf = *t> •••> 2/m = ^> 

OÙ a,, a„ ..., a,^ sont des quantités arbitraires, car, quels que soient 
î/i» î/jj —5 .Vm> on a toujours, pour y^ = 0, Xi = x], ,..y x^=z x^. 
D'ailleurs, on voit qu'en vertu des relations (B) tous les coeffi- 
cients cf dans les équations Y, (/"), Y, (/"), ..., Y^ (/) contiennent en 
facteur j/^. La substitution (A) remplacera les n fonctions ç^ 9,, ..., ç» 
par n fonctions tj/p f];„ ..., ^„ holomorphes au voisinage de 

vérifiant les équations (21) et se réduisant respectivement à x^i+iy 
Jp«+j> •••» a^rn+n pour j/j = 0. La recherche des intégrales 9,, 9,, 
,.., 9,^ est donc ramenée à celle des intégrales '!^,, 6,, ..., à^. Soit 
<j/jt une de ces intégrales. C'est une intégrale de l'équation Y^ (f) = 
qui se réduit à x^^t quand on fait y^ =z 0; or, le théorème de 
Cauchy nous apprend que l'équation Y^ {f) == admet une intégrale 
régulière et une seule qui pour y, = se réduit à x^^^k, c'est donc 
nécessairement ^t» Nous concluons de là que, pour trouver les 
n intégrales (j^^, ^„ ..., ^, qui satisfont au système (21) et aux condi- 
tions énoncées, il suffira de chercher n intégrales de l'équation unique 
Y, (f)z=zO se réduisant respectivement à x^^-i, ar,„+j, ..., x^+n pour 
i/,=0. Ceci revient à dire qu'il suffira d'intégrer l'équation \\(f) = 
ou, ce qui revient au même, le système d'équations différentielles 
suivant : 

^ __£!/,__ _ dy^ __ dx^^ i _ __ dx„^n 
ci cl 
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Ce système admet les (m — 1) intégrales évidentes 

par suite, il suffira d'intégrer le système 

1 - c\ ci ' 

où on considérera y^j y^^ "^ym comrne des paramétres. Donc, on 
peut énoncer la proposition suivante : 

L'intégration d'un système complet de m équations, à {m -^ n) 
vaHahles indépendantes, se ramène à l'intégration d'un système 
de n équations différentielles du premier oindre. 

Remarque. — On peut vérifier directement que les n intégrales 
^i> 4'ii •••> 4'« ^^ Téquation Y^ (f) =0, qui se réduisent respective- 
ment à x„+i, ..., X|,4.„ pour i/i = 0, satisfont aux (m — 1) équa- 
tions Y, (f) = 0, ..., Y, (f) = 0. 

D'une manière générale, soit 

un système jacobien de m équations. On a identiquement ^ 

.Y.(Y,(n) = Y,(Y,O0); 

si on remplace /'par une intégrale quelconque 9 de Téquation Y^ (f) 
== 0, la relation précédente se réduit à 

Y. (y, (?)) = 0, 

de sorte que Y^. (9) sera aussi une intégrale de la même équation. 
Cela posé, l'intégrale '^4. de \\ (f) = qui se réduit à x^+t pour 
»/, z= est de la forme 

Pjt désignant une fonction holomorphe de t/j, ..., i/^, a;„4.i, ..., x«,4., 
dans le voisinage des valeurs 0, a„ ..., a^, xi 4.1, ..., xi^.,. D'après 
ce que nous venons de dire, Y. {'li) sera aussi une intégrale de Téqua- 
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lion Yj (/) = 0. D'ailleurs on a 

Y, (*.) = Y, (x.^,) + 1/ J, (P,) -h P,Y, (I/O, (t = 2, 3, ..., m), 

et comme 

Y, (y,) = 0, 

Y, (^,) = ci + y. Y, (Pt). 

Puisque ci contient en facteur y,, comme nous l'avons fait remar- 
quer plus haut, on a donc 

Y,(^/*) = y,Q*, 

Qi désignant une fonction holomorphe; Y, {f^t) ^st alors une intégrale 
régulière de l'équalion Y^ (f) = qui s'annule pour y^ = 0. D'autre 
part, l'équation Yj (/*) = admet l'intégrale évidente f=0 satisfai- 
sant à la condition précédente; comme, d'après le théorème de 
Cauchy, cette équation ne peut admettre qu'une seule intégrale 
holomorphe s'annulant pour y^ = 0, on a nécessairement 

Y,(4;,) = 0, (i = 2,3,...,m), 

ce qui démontre le théorème. 

31. Pratiquement, voici comment il faudra appliquer la méthode 
de Mayer. On commencera par intégrer le système 






n 
-> 



où on considère y,, y,, ..., y^ comme des paramètres; soient /j, /",, 
..,j f^n intégrales distinctes quelconques de ce système. Les fonctions 

Vfj •••> !/«> 'l'i, •••> ^»5 

forment (m -f- n — 1) intégrales distinctes de l'équation Yj (/) = 0. 
Par suite toute autre intégrale de cette équation pourra s'exprimer 
au moyen des précédentes et on devra avoir des relations de la forme 

fi (t/u Vfy •••> 2/m> aC« + b -M ^m + n) = F, (l/„ ..., î/,, f^^, ..., ^^), 

(i = i, 2, ..., n). 
Pour avoir les intégrales (}/p ..., «^^^ il suffira de connaître la forme 
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des fonctions F,-; or, pour y^ = 0, on a, par hj-pothèse, 
donc, on doit avoir identiquement 

Cette identité nous détermine la fonction F,- et on a donc 

F. (y,. y„ .., y., e^p '^,> .., 1^.) = fi (O, y„ ..., y., e^j, e»„ ..., 4».). 

On en conclut qu'étant donnée une intégrale quelconque de Téqua- 
tion Yj (/) = 0, pour Texprimer au moyen de 

IftJ •••y y«> Yi> •••> y«> 

il suffît d\ remplacer y, par 0, et x«4.i, ..., x.^« par rj»,, ..., '!». 
respectivement. 

Par conséquent, pour trouver les intégrales 4|, 6,, ..., 6,, il suf- 
fira, après avoir trouvé les n intégrales f,, f„ .-., Z',, de résoudre les 
n relations 

fi = fi (^» y. y-» *t> ^t» -M ^.) 

par rapport à i^, i,, ..., d»,. 
Exemple. — Soit à intégrer le système {}) 

'x,(r>= J7 + (-r.x,— X,) — ^(x^x.x, + X, — x.x^>— = 0. 

Si on forme 

X, [X, (ni - X. [X. (/)], 

on trouve que cette quantité n'est pas identiquement nulle. En 
régalant à 0, on obtient une nouvelle équation 

àf àf 



p. IWw * 



. ( 
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Cette équation, jointe aux précédentes, permet de remplacer le 
système (A) (§ 24) par le système équivalent 

<■» i .^ = - ^- .4; 

qui est un système jacobien, comme il est aisé de le vérifier. Les 
coeflûcients étant holomorphes au voisinage de 

nous ferons, pour intégrer, le changement de variables suivant : 

^1 = Viy ^t = ViVxy ^i = Vi y.- 

Il suffit de calculer l'équation qui donne - — dans le nouveau 
système; on trouve 

Il faut donc intégrer Téquation 

dVi dx^ 

1 ""2y,i/, + 3yî -+-2/,!/;' 



dont l'intégrale générale est 



t^fi 



Nous avons immédiatement l'intégrale ^ qui, pour «/, = 0, se 
réduit à x^. En remontant aux anciennes variables, nous voyons que 
le système (A) admet l'intégrale 

qui pour x^ = x, = x, = se réduit à x^. Soit f{x) une fonction 
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quelconque donnée à Tavance; le système (A) admettra rintéprrale 

/-(x, — x,x, — x» — J xj) 

qui, pour x^ = x, =x, = se réduit à f(x^y et on aura ainsi 
rintégrale générale de ce système. 

32. Dans certaines questions, il arrive qu'on n'a pas besoin de 
rinté$;rale générale d'un s^-stème complet, mais seulement d'une 
intégrale particulière. Mayer a montré que la connaissance d'une 
seule intégrale du système d'équations différentielles (22) permet 
de trouver au moins une intégrale du système (21) et, par suite, du 
système (17). Soit, en effet, /*(»/,, y,, ..., y^, x.+ i, ..., x»^.,) une 
intégrale du système (^22) et Ç'i, '!»,, ..., 6, le système fondamental 
d'intégrales de (^21), on aura, comme on l'a vu plus haut, 

f=fi^\ ViJ —, Vm, '^„ ..., '}.). 
Résolvons cette relation par rapport à '^^y 

Si '^,, ..., '!^. ne Ggrurent pas dans 0,, on aura une intégrale; si ^,, 
..., »V, figurent dans Oj, écrivons que tj*, satisfait à Téquation Y^ (f) 
z=z 0, en tenant compte que '!;„ *l^y ..., •!^, y satisfont aussi. On aura 

V* (4.) = ^ Y, (y.) + ... + ^£î- Y, (x.^.) = 0, 

k étant un des nombres i, 2, ..., ni. Si le second membre d'une de 
ces relations n^est pas identiquement nul, il devra contenir effective- 
ment une des quantités d,, ...« 'l., car sans cela il y aurait une rela- 
tion entre les \-ariables indépendantes i/p ..., »/„ x.^.l, ..., x.+,, ce 
qui est impossible. Supposons, par exemple, qu'elle contienne 4»,, 
et résolvons-la par rapport à '!'t? nous en tirerons 

^1 = ^t ^^lî •••' y^y «r.+i, ..., x«4.„ •!/,, ..., d,,), 
et on devra avoir 
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Si le second membre n'est pas nul identiquement, on pourra 
résoudre, par exemple, par rapport à t);,, et ainsi de suite; si on peut 
continuer, on arrivera finalement à une équation qui donnera <]/« et,' 
par suite, en remontant, on aura ^i, ^s, ..., t};^, c'est-à-dire qu'on 
aura non seulement une intégrale, mais toutes les intégrales du 
système (21). On ne pourra être arrêté dans ces opérations que si on 
trouve une expression 

telle que toutes les quantités 

(/c = i, 2, ..., m), 

soient identiquement nulles. Mais, dans ce cas, il suffira de rempla- 
cer dans 6i les quantités ({;,•+ 1, ^i+j, ..., à^ par des constantes arbi- 
traires pour avoir une intégrale. 

33. Supposons qu'on connaisse [jl intégrales tip te,, ..., u^ d'un 
système complet; faisons un changement de variables en prenant 
pour nouvelles variables tt|, te,, ..., Up, et (m -h n — |x) fonctions 
ii.14.1, ..., ui+«,_{jt, formant avec les précédentes un système de fonc- 
tions indépendantes. Le nouveau système ne contiendra aucune de^ 

dérivées -r — j -r — > •••» -r — puisqu'il devra admettre les [x intégrales 
^u^ âu^ c^Mji. 

U|, u,, ..., Ujt. On pourra donc considérer ce nouveau système 

comme un système de m équations à {m -h n — [jl) variables où 

U|, u,, ..., u^ seront des paramètres arbitraires. Il sufQra, alors, 

pour terminer l'intégration du système, d'intégrer un système de 

(n — |jl) équations dilTérentielles du premier ordre ou, si l'on veut 

seulement une intégrale de plus, de trouver une intégrale de ce 

système. 

Étant donné un système de n écjuations différentielles du premier 

ordre, appelons opération d'ordre n la recherche d'une intégrale 

première de ce système. Nous pourrons exprimer les résultats 

obtenus sous la forme abrégée suivante : La recherche de l'intégrale 

générale d'un système complet de vi équations à {m -h n) variables 

V: Leçon». •* 
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indépendantes exige que Ton fasse successivement des opérations 
d*ordrc n^ n — 1, ..., 2, i. La recherche d'une seule int^rale 
bxige une opération d'ordre n. Enfin, quand on connaît \t, intégrales, 
la reclierche d'une nouvelle int^rale exige une opération d'or- 
dre (H — jjl). 

34. La méthode do Mayer, que nous venons d'exposer, est certai- 
neniont la plus simple de toutes les méthodes d'intégration des 
systèmes jacobiens; cependant nous ferons connaître encore la 
mêthoilo employée par Jacobi iK>ur trouver une intégrale d'un 
système jacobien. 

Considérons le système jacobien 

(\n \ âXi àx^^i ^•r«+» 

\ yi = 1, 2. ...j Ml), 

et, eu j^^rticulier, réquatiou 

Nous ctniuaissons déjà s^nt — 1^ inté^nrales é\identes de cette équation, 
à sawir : x,, u^ ..., .r.. Supposons que nous ayons déterminé une 
autre iutîvralo s^ DapK^^ ce que nous avons vu, la fonction 
;, ^j: X, ^ç^^ sera aussi une intôinralo de Tèquation Xj ^/"j =0; il 
ou sera ik^ numio de r, = Xj » t.* et ainsi de suite; en posant, d'une 
manière générale, 

UxMis tormoivus uno suite de K^aclions ç,, ç, ç^, ... qui seront 

toutes \Ws iuti*^r;ile> de 1\\jua;5v :i X, ./ = 0. D'ailleurs, comine 
l\\|Xïalixni X, \f'^ :— ii\i q:u^ «-s — n — !» intégrales distinctes, il 
tU^xn iu\\*s>stiremettt arr:\er, en »\'n::n;iar.t de la sorte, que Ton 
trv^iixe uih^ inu^rale UvMî è.:>::r;v:i^ O:^ prtwovuti-s. Supi^îxsons que 
vvîa arrixe ap^>^s i v^jxM-AÙons. di* U'.^i^ soru* quo îVn ait 

C-heu lu^iïs AÎor^ a *ksenv.i;îi": ;.r>r :.^ :..,., %i 
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satisfaisant à réqùation X, (/*) = : ou devra avoir 

c'est-à-dire 

et on sera ramené à tix>uver une intégrale du système d'équations 
différentielles 

qui peut lui-même être remplacé par l'équation unique 



'>i_n/' '^?' <^'"' ?. ^ ^\ 






Soit ^j;^ = C une intégrale de ce système; ^i sera une intégrale de 
Téquation (23) et, par suite, des deux équations X^ (/") = 0, 
X.(/)=0. 

On formera ensuite une suite de fondions 

^i> 4'i> --j *o •••> où Cji = X, ('!',-i), 
qui seront toutes des intégrales du système 

x,(o=o, x.(n=o, 

et comme ce système n'admet que m -H n — 2 intégrales distinctes, 
on arrivera à une fonction ai telle que 

vji+i = ^ {ài, ^J/,, ..., tj^i, x„ x„ ..., x^), (i < n). 

Cherchons de même à déterminer une fonction 

^ Ot'i» '^J5 •••> 't'iJ ^a» •••> ^O 

satisfaisant à l'équation Xj(/') = 0; nous voyons que doit satisfaire 
à l'équation 

— - 6, 4- ... 4- ,- — ^i 4- T- * + -^ = 0, 
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dont l'intégration se ramène à celle de l'équation diOTérentielle 

dxi \*' (ix, ' dx»,-» " ' V 

Une intégrale cîj de l'équation en sera une intégrale commune aux 
trois équations 

X. if) = 0, X, {f) = 0, X. (f) = 0, 

et, en continuant de la sorte, ou trouvera évidemment une intégrale 
du système jacobien. 

Remarque I. — Si la dernière équation que l'on trouve dépend 
de (n H- 1) variables, il suffira de l'intégrer complètement pour avoir 
toutes les intégrales du système jacobien. 

Remarque II. — La méthode générale peut dans certains cas se 
simplifier. Supposons que dans la suite des opérations on ait trouvé 
une intégrale 9 des équations 

Si Xa (9) = 0, cette intégrale satisfait aussi à l'équation X^ (/^ = 0. 
Si Xa (9) = m y m étant une œnstante, 9 — m x, sera une intégrale 
commune aux équations 

X.(f) = 0, ..., X,(/') = 0, 
car elle satisfait aux (a — 1) premières et on a 

Xa (9 — mxj) =: Xa (9) — m = 0. 
Plus généralement, si on a 

cherchons à déterminer une fonction 

qui satisfait toujours aux (x — 1) premières équations, de façon à 
vérifier Xa (/*) = 0. On devra avoir 
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c'est-à-dire 

et, pour trouver une intégrale de X, {f) = 0, on est ramené à 
intégrer l'équation différentielle du premier ordre 

do 

En particulier, si F ne dépend que de 9, on a l'intégrale générale par 
une quadrature 

Exercices. 
Intégrer les systèmes suivants, où on a posé 

. - ^^. 
2x,p, — x,p^ + x,p, =0, 

(C4OLLET.) 

2^ (xl — x\) p^ — {x^ X, — x.^x,) p^ -h (iTjCC, — x^x,) p^ = 0, 
(xî — xl) p^ + (XjXj — x^x,) p^ 4- (afjO!, — x^x,) p, = 0. 

(Collet.) 

-«^aPi + •'ï^v Pj — ^iPs — ^îP. = ^^• 

(Collet.) 

A^ SXjP^ -I- xîPj == 0, 

^ÎPi — SxjP, h- (xj-r^ — 2x5) 7)3 — 2xjX,p, = 0. 

(Graindorge.) 
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CHAPITRE III 



Équations linéaires aux différentielles totales. 

35. Toute équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre 
est équivalente, comme ou Ta vu, à un certain système d'équations 
différentielles ordinaires. A tout système complet on peut de même 
rattacher un système d'équations linéaires aux différentielles totales. 

Considérons le système d'équations aux différentielles totales 



(1) 



dx„4.i = b\ dx^ 4- h\ dx, 4- ... -H h'^ dx^^ 
dXjn^i = h[ dx^ -t- h\ dx, 4- ... 4- b? dx„, 

dXnt + n = W dx^ 4- hî dx, 4- ... 4- ?>,T dx^y 



où on regarde x,, ..., a*^ comme des variables indépendantes, x« 4.1, 
..., x^ + „ comme dos fonctions de ces variables, et où les coeffi- 
cients ¥: sont des fonctions quelconques de x^, ..., x«4.„. Ce système 
est évidemment équivalent au système d'équations aux dérivées 
partielles suivant : 

âx^ àx^ dx^ 

àXn-i-t Il OX„^i OX,n^n 

(2) \ dx^ âx^ ax^ 



—. — =w, 

ôx. 




..., 





Cherchons les conditions pour que le système (1) admette un système 
d'intéjrrales où les valeurs initiales de toutes les variables puissent 
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être prises arbitrairement. Il est d'abord aisé de trouver des conditions 
nécessaires; en effet, des équations (2) on déduit 

âxiâXi, dxi, âXm+i àxj. dx^-^-n Ox,, 

c'est-à-dire, en tenant compte. des équations (2), 

^'^'"^^ =^^ ^^^ fct ^ _ ^ ^^^^ 1,1 
âXidxt, àxt, âxm+i * "* àx^^^ "' 

et, en posant 



âXi, àXjn + l " àXjn + 



dXi âxi; 
On trouverait de môme 

âxt àxi 



= X, {H). 



= X. m), 



et, par su{te, tout système satisfaisant aux équations (1) ou (2) doit 
satisfaire aux relations 

(3) x.(6i)=x.c«), <ll7;i':;;„')7'' 

qui expriment que 

dxi dxi. dxi. dXi 

* 

Pour que l'on puisse prendre arbitrairement les valeurs initiales 
de toutes les variables, il faut que ces conditions (3) soient vérifiées 
identiquement, car sans cela elles donneraient des relations entre 
les valeurs initiales. Les conditions (3) sont donc nécessaires; nous 
allons montrer qu'elles sont suffisantes. Une démonstration directe 
de ce théorème a été donnée par M. Bouquet (^). Nous le déduirons de 
la théorie des systèmes complets. Les conditions (3) expriment préci- 
sément que le système d'équations aux dérivées partielles 

(4) X,(/^) = 0, (i = l,2, ...,m), 

^~^™""~— ~— ^-^^»~^i— ■ •^^•^^— ___^^^^_^— ^^-^1^.— — ^— — ^— ^»— 

{») Bulletin iet Sciences mathématiques et astronomiques, l. lU. i«^» série, p. 265; 187Î. 
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est un système jacohicn (§ 26). Le système (4) admet donc n inté- 
{^rales distinctes /"j, /*,, ..., /j, et les équations 

(5) f^ = Cp /*, = C,, ..., f^ = G^ 

définissent x^^ij x^-^^^ ..., aî,w+n ^n fonction de Xj, a?,, ..., x^ et 
des n constantes arbitraires Cp G,, ..., G« puisque, comme nous 
l'avons vu (§ 27), /"j, ^,, ..., f^ sont encore distinctes si on les consi- 
dère comme des fonctions des seules variables Xm+i? ^^^ x^+n» Soient 

3E^jN+» = ?<\*^i> •••> *^«i> G|, ..., Ci„), (t = 1, 2, ..., n) 

ces fonctions : je dis qu'elles satisfont aux équations (i). En effet, 
puisqu'elles vérifient les équations (5), on a 

-r-^ dx^ -+• .,. + T — ^— dXm-i.H = 0, 
OX^ OXt 



'«•4-I» 



et il faut vérifier que si on tire de ces équations dx^+i, ..., dx^^n-, 
les formules obtenues sont identiques aux formules (1). Au lieu 
d'opérer ainsi, nous montrerons, ce qui revient au même, que si on 
porte dans les équations (6) les valeurs de dx^+i, ..., dx^^n données 
par les équations (1), elles sont vérifiées. D'une manière générale, si 
dans la différentielle totale d<I> d'une fonction quelconque 4> on rem- 
place dx«,+i, ..., dxm^n par les valeurs (1), on trouve pour résultat 

d$ = Xj (<ï>) dx^ + X, (*) dx^ + ... 4- X^ (4>) Hx^. 

La substitution dans les premiers membres des équations (6) 
donnera donc 0, puisque /*p ..., f^ sont des intégrales du système (4). 
Gomme les équations (5) contiennent n constantes arbitraires, on 
pourra cboisir les valeurs de ces n constantes de façon que Xm+i, 
Xtn^ty •••> ^m-k-n prennent des valeurs données à l'avance xi^.i, 
..., aîi+» pour Xj := x5, ..., ac^ = xi. Les conditions (3) sont donc 
suffisantes, et le système (1) est dit, alors, complètement intégràble. 

Pour donner à la proposition précédente la forme précise sous laquelle 
elle a été énoncée par M. Bouquet, il sufGt de particulariser les inté- 
grales fijfiy ..., fn' Nous savons, en effet, que le système jacobien (4) 
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admet n intégrales holomorphes Çp ç„ .••> 9» qui, pour x^ = xj, 
X, =: xj, ..., x« 1= xi, se réduisent respectivement à x„4.i, X|„+„ 
..., X|»+», à condition que les coefficients bf soient holomorphes au 
voisinage du point xj, ..., xi, xi^.i, ..., x^+h. Si nous considérons 
les intégrales du système (1) définies par les équations 

nous sommes conduits à la proposition suivante : 

Théorème. — Étant donné le système d'équations aux diffé- 
rentielles totales (1), où les coefficients h^ satisfont ideiitiquement 
aux relations (3) et sont holomorphes au voisiiiagé du point xj, 
..., xi, xi^.1, ..., xi^ny il existe un système de fonctions x^^i^ 
^m+iy •••, ^m-i-n dcs vaHahlcs indépendantes Xp x,, ..., x„, et un 
seul, satisfaisant au système (1), holomorphes au voisinage du 
point xj, xj, ..., xi et prenant respectivement les valeurs xi+i, 

•*'l — — •A'i^ •*'f — •*'î) •••? •*'m *~" **'W 

L'intégration du système (1) se ramène donc à celle du système 
jacobien (4). Réciproquement si on a intégré le système (1) on aura 
immédiatement l'intégrale générale du système (4). Soient, en eiTet, 

/"j = Cj, /"j = C,, ..., f^ = G,j 

les relations qui donnent l'intégrale générale du système (1), je dis 
que fi est une intégrale du système (4). En effet, on a d/i = pour 
tous les systèmes d'intégrales des équations (1), et, par suite, 

X, (fi) dx^ 4- ... 4- X^ (/;) dx« = 0. 

Comme x^, x,, ..., x^ sont des variables indépendantes, on en 
conclut que 

pour tous les systèmes d'intégrales des équations (1), et, puisqu'on 
peut choisir arbitrairement les valeurs initiales de toutes les variables. 
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il faut nécessairement que les relations 

X, (/;):= 

aient lieu identiquement. 

36. Tout ce qui précède nous montre que l'intégration du système 
complètement intégrable (i) et celle du système jacobien (4) sont 
deux problèmes équivalents. Si f est une intégrale du système (4), 
f=C est une intégrale du système (1) et réciproquement. La théorie 
de rintégration des systèmes jacobiens doit donc pouvoir se déduire 
de celle des systèmes complètement intégrables. C'est ainsi, en effet, 
que Mayer est parvenu à la méthode d'intégration des systèmes 
jacobiens que nous avons exposée plus haut. Nous allons donner 
rapidement la théorie de l'intégration des systèmes complètement 
intégrables. 

Considérons le système 

tiré du système (1). Imaginons qu'on ait intégré ces équations en les 
considérant comme formant un système d'équations différentielles 
ordinaires par rapport à Xj, où x„ Xj, ..., a?^ désignent des para- 
mètres arbitraires, et soit 

(8) — •• 

l'intégrale générale de ce système, où on doit considérer a^, ..., a« 
comme des constantes par rapport à a?j, c'est-à-dire comme des fonc- 
tions de X,, ..., x„. Remarquons que 9,, 9,, ..., ©„ sont n intégrales 
de Xj (/) = 0. Faisons un changement de variables et remplaçons 
les inconnues Xj^+u x^+s, ..., x^+n par a^ a,, ..., a». On aura 

doLi = Xj (a,) dXj + X, (a..) dx. -H ... -H X« (a,) dx^; 

d'ailleurs, 9, étant une intégrale de (7), on a 

\ (on) = 0. 
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Le système (1) est donc remplacé par le système 

{ da, = X, (a,) dx^ + ... + X^ (a^) dx,„, 

(9) 

( da„ = X, (a,) dx^ + ... + X,^ (a.) dx^,. 

Mais, ç< étant une intép^rale de Téquation X^ (f) = 0, il en sera de 
même de X, (9,). En d'autres termes, si dans X, (9.) on remplace 
Xb,+i, ..., Xj^+n par leurs valeurs tirées des équations (8), le résultat 
sera indépendant de x^. Les coefficients du système (9) sont donc 
indépendants de x^ et nous avons, par ce chan^^ement de variables, 
substitué au système (1) un système de même forme, mais où le 
nombre des variables indépendantes est diminué d'une unité. 
D'ailleurs, il est évident, d'après ce que nous savons sur les systèmes 
complets, que le système (9) sera encore complètement intégrable, 
ce qu'on peut d'ailleurs établir directement; on pourra donc le traiter 
comme le système (1), et en continuant de la sorte on arrivera finale- 
ment à trouver l'intégrale générale du système (1). On aura à inté- 
grer successivement m systèmes de n équations différentielles du 
premier ordre. 

Au lieu de prendre des constantes quelconques aj, a„ ..., a„, 
supposons, avec Mayer, qu'on ait mis l'intégrale générale du sys- 
tème (7) sous la forme 

(iO) 

( xS, + n = X„ + n 4- (aCj — X]) ^^y 

xi 4.1, ..., xi^-n désignant les valeurs initiales qui correspondent à 
une valeur donnée x\ de x^ et, conformément à ce que nous venons 
de dire, remplaçons x^+i, X;„4.j, ..., x„4.„ par les nouvelles incon- 
nues xi4.i, x,î+,, ..., x,Î4.„, qui ne doivent dépendi*e que de op,, 
..., cc^; on aura 

dxi^i = dx„+i -h '^j dx^ + (acj — x?) d'^j, 
et, par suite, en remplaçant da^^i par son expression tirée de (1) 
dxSt^i =^h\ dx, 4-6}dx3-f-.,. 4-^7dx^4-(Xj — xJ)[Ajdx5-*- ...]. 
Le coefficient de dx, dans le second membre est nul, comme nous 
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savons; de plus, si on fait le changement de variables (10), les coeffi- 
cients du second membre dans les nouvelles équations doivent être 
indépendants de x^. Ce second membre ne changera donc pas si 
nous faisons x^ = xj et comme, pour Xj = xj, Xm_i, ..., x^^.u 
deviennent égaux à x^^.], ..., x. 4.., on en conclut que, par le chan- 
gement de variables (10), les équations. (1) sont remplacées par les 
équations 

dx£+i = (6*), dx, 4- {h\\ dx, 4- ... 4- (67), dx., 

(11) { ^^~+* = (^«)* ^^* ■*" - •** (^)o ^^m^ 

dxi+, = {hl\ dx, 4- ... 4- {ly;\ dx^. 



-♦-■ 



où (bf), représente le résultat de la substitution de xî, x.^.!, ..., x 
à X|, XmA-iy •••) ^»+» dans 6f. Le système (11) peut être écrit sans qu'on 
ait intégré les équations (7), et on reconnaît aussitôt que les condi- 
tions d*intégrabilité sont vérifiées pour ces nouvelles équations. 

Le système (11) s'intègre immédiatement dans le cas particulier 
où toutes les quantités (bf), sont nulles. Son intégrale générale est 
évidemment 

C„ C„ ..., C. étant des constantes arbitraires, et, alors, l'intégrale 
générale du système (1) est donnée par les formules (10) où x. ^ 1, 
..., XiS 4.1, désignent des constantes absolues. Or, on peut toujours, 
par un changement de variables convenable, ramener le cas général 
à ce cas particulier. Il suffit, pour cela, de faire au préalable lé chan- 
gement de variables 

Xj = xÎ4-y4, ac, = 0?; 4- y^y,, ..., ir« = a;i + yiy„ 
on aura alors 

{ dx, = y, dy, 4- y, rfy,, ..., dx^ = y^ dy^ 4- y, dy^. 

Ces formules nous montrent que tous los coefficients de dy„ dy,, 
..., d y. dans le nouveau système contiennent un facteur y^ et, par 
conséquent, s'annulent pour y^ = 0. En résumé, Vintégration du 
système (1) se ramène à l'intégration cf un système tniique de 
n équations différenti^les du premier ordre. 
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L'application de cette proposition au système jacobien (4) conduit 
aux mêmes calculs que la méthode développée plus haut. 

37. Considérons comme exemple Téquation 
(12) Vdx-hQ dy 4- R dz = 0. 

Elle est équivalente au système 



Ox'^ r' ày'^ Il 

Écrivons que ce système est complètement intégrable, nous devons 
avoir 

ày\R) "*■ \ R/ JzV R/'^Jl^V R/"*'\ R/J^\ R/' 
Cette condition développée donne 

Supposons cette condition vérifiée identiquement : pour intégrer 
par la méthode de Mayer, nous poserons 

X = a?o 4- <, y = 2/o + ^^' 
Uéquation devient 

(P) dt + (Q) [tdu-hu dt] 4- (R) dz = 0, 
ou 

[(P) + (Q) u]dt-ht (Q) du 4- (R) dz = 0, 

en désignant par (P), (Q), (R) ce que deviennent P, Q, R quand on 
remplace les variables x et y par les valeurs précédentes. Il nous 
faudra aloi's chercher l'intégrale de Téquation 

(R) ^ + (P) + (Q) « = 0, 

qui pour t = se réduit à r^. Soit 

F (r, u, t, z,) = 
Féquation qui donne cette intégrale; l'équation qui donnera l'inté- 
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grale générale de (12) sera 






z^ désignant une constante arbitraire. 

L'intégration de l'équation (12) est susceptible d'une interpré- 
tation géométrique. Soit f (x, y, z) = C l'intégrale générale de cette 
équation, elle représente une famille de surfaces S que nous appelle- 
. rons surfaces intégrales. Par tout point x^,, y^, c^ de l'espace passe 
une surface intégrale 

f{x,y,z) = f{x,,y^,z,\ 

et le plan tangent en un point quelconque x, y, z de chacune de ces 
surfaces a évidemment pour équation 

(14) p (X - x) 4- Q (Y — y) + R (Z - £) = 0. 

La recherche de la fonction f est donc équivalente au problème 
suivant de géométrie : 

A chaque point M de Vespace on fait coiTCspondre un plan U 
passant par ce point; déterminer une famille de surfaces telle 
que celle de ces surfaces qui passe au point M soit tangente au 
plan n. 

Nous pouvons conclure de ce qui précède que ce problème n'est 
pas toujours possible. Il est aisé de rattacher ce fait à la théorie des 
caractéristiques; nous retrouverons ainsi la condition d'intégrabilité. 
Faire correspondre à tout point de l'espace un plan passant par ce 
point, cela revient à se donner les cosinus directeurs A, B, G; 
A,, Bp Cp de deux droites passant par ce point. S'il existe une 
famille de surfaces S 

f(x, y, 5) = C, 

tangentes en chacun de leurs points au plan correspondant, la fono 
tion f devra satisfaire aux deux équations 
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qui expriment que le plan tangent contient les deux droites de para- 
mètres A, B, C, et Ap Bj, C^. Soit S une surface intégrale commune 
à ces deux équations; comme f satisfait à l'équation X (/)=:0, 
S pourra être engendrée par une famille de courbes (C) vériflant les 
équations 

fc^ dx dy dz 

^^ T=B=G" 

(voir § 20). De môme, elle pourra être engendrée par une autre 
famille de courbes (D) satisfaisant aux équations 

cm dx ___dy _ dz 

^ ^ A, -B, -c;' 

Soit alors M un point quelconque de l'espace, (C) et (D) les deux 
courbes de ces deux familles qui passent en M ; ces deux courbes 
devront être situées tout entières sur la surface S qui passe en M. 
Par les divers points M', M', ..., de (C) passent des courbes (D'), 
(D'), ... qui engendrent un^ surface S'; de même, par les divers 
points m\ m\ ... de (D) passent des courbes (C), (C), ..., qui 
engendrent une surface S\ Les deux surfaces S' et S' devraient être 
confondues avec S. Il faudrait pour cela que toutes les courbes telles 
que(D'), (D'), ..., rencontrent chacune des courbes (C), (C), ...j ce 
qui n'aura évidemment pas lieu en général. 

Pour achever les calculs, nous supposerons, ce qui est toujours 
permis, qu'on ait ramené les deux équations aux dérivées partielles 
à la forme 

Dans ce cas les courbes (C), qui satisfont au système 

dx dy dz 

sont planes et situées dans des plans y = y^ parallèles au plan 
des xz. De même les courbes (D) sont aussi des courbes planes 
situées dans des plans parallèles au plan des yz. 
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Soit M un point de l'espace de coordonnées x, y, z, considérons 
les deux courbes (C) et (D) qui passent en M. Soit N un point voisin 
de M pris sur la courbe (C), de coordonnées 



. X 4- \Xy y, 



'i> 



puis, soit P un point voisin de N et pris sur la courbe (D') passant 
par N. Ses coordonnées seront 

X H- Ax, y H- ^y, Z. 




D'autre part, considérons le point N' de (D) dont l'ordonnée est 
t/ -h Al/, il aura pour coordonnées 



Xy y + Ay, r,; 



puis le point P' situé sur la .courbe (C) qui passe par N', dont 
l'abaisse est x 4- Aac, ses coordonnées seront 

X + Ax, y 4- Ay, Z'. 

Pour que les deux courbes (C) et (D') se rencontrent, il faut et il 
sufïît que les deux points P et P' soient confondus, c'est-à-dire que , 

Z = Z'. 
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D'une manière plus générale, soit ^ une fonction quelconque des trois 
variables x, y, z et désignons par 4>m la valeur de cette fonction pour 
les coordonnées {x, y, z) d'un point quelconque M. Il faudra que l'on 
ait identiquement 

Calculons 4>p et ^p»; un calcul facile nous donne d'abord, en remar- 
quant que, le long de la courbe C, dy == 0, dz z= A dcc, 



<^,=cï>^4-^X(cï>,)4-^*x(x(cï>^))^....+-4^x^^^ 

X z 1. J. ...1) 



X** (f) désignant le résultat de l'opération X (f) appliquée p fois. On 
trouve de même 

*, = *, + i^ Y (*.) + ... + , . ,f-^' ^ Y" (4.,) + ... 
et, par suite, 



+ 



^' Y»(«ï>h) + ... + -. Uj/ Y(«I'«) + AxX(4>«)]'' + ..., 

l , Z pl 



en employant la notation symbolique 

; 

On aura, d'une manière analogue, 
«^... = *« + ^ X (*«) + ^ Y (*.) + ^ Y' (<!»«) + Ax Ai/ X (y (*«)) 

+ j^ X' (*,) + ... + i [Ai X (*«) + Ay Y (*«)]" + ..., 
d'où 
«^p. — *, = Ax Ay { X (y (4)m)) — Y (x (*«)) ) + ... 

+ -j { [a,X(*«) + A, YC*,)]'- [a, Y(<I.«) + A. X(<ï>k)]'' j + .... 

Pour que celte différence soit nulle, quels que soient les accroisse- 

G. Lttont. R 
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inents Ax et A»/, il faut d^aboixl que l'on ait 

X (y (.!>.)) - Y (X (*.)) = 

identiquement « car, si on regarde Ax et A»/ comme infiniment petits 
«lu premier oi-dre, le second membre ne contiendra (|U^un seul terme 
du second ordre; il faut donc que le système des équations X </*) =0 
Y (/) = soit jacohien. Celte condition nécessaire est irailleurs 
suffisante, car elle exprime qu'on peut inlenertir les deux opérations 
X ( ) et Y ( ) sans altérer le résultat final et, par suite, que Ton a 
toujours identiquement 

X'Y?(4>) = Y?XM*); 
la différence 4v — ^p qui est une somme d'expressions de la forme 

A.r^ Ay^ [x* Y? (<l>) — Y^ X' {^)\ 
est donc identiquement nulle. 

38. Tout ceci peut èlœ étendu, en employant le langage hypergéo. 
métrique, aux systèmes complets à un nombi*e«n de variables. Nous 
appellerons multiplicité à p dimensions l'ensemble des points dont 
les coordonnées x,, x,, ..., x, sont des fonctions de p paramètres 
indépendants. Une multi[)licité à p dimensions sera définie par 
{n — p) relations 

entrc les coordonnées du point. D'après cela, une courbe est une 
multiplicité à une dimension et une surface une multiplicité à (it — 1 ) 
dimensions. Si n >- 3, on aura en outre des multiplicités à 2, 3, 
..., n — tî dimensions. 
Considérons alors un système jacobien 

à il variables. Nous savons qu'un tel système admet n — q intê^rrales 
distinctes s,, ç,, ..., ç«_,. Nous ap|H>llerous multiplicité caraetétHs- 
tique la multiplicité d oixire q définie par les équations 

uû Cj, C,, ..., U,_; -ont des coiiiLuiles aii»i(^aiit»s. Par chaque point 
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de l'espace xj, ..., xj passe une telle multiplicité 

et Tespace à n dimensions se trouve ainsi décomposé en x"~* multi- 
plicités à q dimensions. Considérons la surface intégrale 

et un point orj, xj, ..., xi de cette surface : on aura 

F(çî, çî, ...,9Î_,) = 0, 
ce qui prouve que la multiplicité caractéristique 

ri — Ti> fi — Yf? •••> -:''•—« — r*« — î» 

qui passe au point x^, x^, ...^ x^^, est située tout entièi'e sur la 
surface. Donc, si une surface intégrale passe par un point, elle 
contient la multiplicité caractéiHstiquc qui passe par ce point. 
Nous voyons en outre que toute surface intégrale s'obtient en asso- 
ciant suivant une loi arbitraire les multiplicités caractéristiques. 

Un raisonnement tout pareil à celui qui a été fait plus haut 
permet aisément de se rendre compte de l'existence de ces multipli- 
cités. Prenons, pour fixer les idées, un système complet de trois 
équations 

X. if) = 0, X. if) = 0, X, if) = 0. 

Par un point quelconque xj, ..., xj passe une courbe caractéris- 
tique de la première équation Xj (/*) = (§ 23). De tous les points 
de cette courbe partent des courbes caractéristiques de l'équation 
X, (f) = 0, dont l'ensemble forme une multiplicité à deux dimen- 
sions; de tous les points de celte multiplicité sont issues des courbes 
caractéristiques de X, {f) = 0, et ces nouvelles courbes formeront 
une multiplicité à trois dimensions. Il est clair que toute surface 
intégrale passant parle point xj, ..., xi contiendra la multiplicité 
que nous venons de définir. Cette multiplicité ne doit pas dépendre 
de Tordre dans lequel nous prenons les caractéristiques des trois 
équations. En les supposant résolues par rapport à trois dérivées 

partielles - — » - — > -- — > un calcul aiKilu;xue à celui qui a déjà été 
^ ôx^ Ox^ Oj\ 
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fait uous donue les relations 

X. (X, </ ,) - X, (X, < / 1=0. . i\ k = i, H, 3), 

comme conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il en soit ainsi, et 
tout ceci s'étend évidemment au cas d*un nombre quelconque d'équa- 
tions 1 •). 

On peut rattacher aux considérations précédentes une question 
de géométrie qui a fait Tobjet d'un certain nombre de travaux. 
Etant donnée une famiUe de surfaces z = f <x, y^ zu M. Bouquet a 
remarqué le premier qu'il n'était pas toujours possible de trouver 
deux autres familles de surfaces p = s < J, »/. r », y = •!# (x, »/, 2), 
formant avec la première un système triple orthogonal. Pour qu'il en 
soit ainsi, il faut et il suffit, comme l'a démontré M. Darboux, que 
f satisfasse à tf »^ seule équation aux dérivées partielles du troisième 
ordre {*k équation qui a d'abord été calculée par M. Cayley. 

Supposons, en effet, que la famille considérée de surfaces S fasse 
partie d'un système triple ortho^nai f = a. s = ^, 'i = 7. Soit M N 
la normale à celle des surfaces S qui passe au point M, MT et MX' 
les axes de l'indicatiice de la surface S au point M. D'après le théo- 
rème de Dupin^ l'une des surfaces S' 1 5 = ^) ou S' (•!* = 7), qui 
(Vissent en M, devra ètn.^ tangente au plan NMT' et l'autre au plan 
M NT; parexemple. S' sera tangente au plan M NT. La famille S 
étant donnée, le plan M NT est bien détenuiné dès qu'on se donne le 
(xyint M: pour déterminer b famille S', il faudra donc trouver une 
famille de surfaces tangentes en chacun de leurs points au plan M NT 
correspondant, ce qui, en général, nous venons de le voir, n'est pas 
possible. Les coefficients de l'équation du plan M NT dé]>endent é>'i- 
demment des déri\*ées premières et secondes de la fonction f (x, 1/, r) 
ot, en écri>'ant la condition d'intégrabilité, il est clair qu'on sera 
a^nduit à une équation aux dérivées )^]lielle$ du troisième ordre, 
linéaire par rap^wii aux dérivt«es du troisième onire. 

En prenant do même le plan MNT\ il semble qu'on obtiendra 
une nouvelle équation du tn^isiome onîre. En réalité, ces deux 



I* ÏUi 5v>u\ .M il,* fi- . ** I f <** . *,■»/./»««< I > t '. 1 4.^-^ c I •' 1 . <■,/ a^:»«jf **;n nfa,tf, 1 1« série. 

t. m . 




CH. m. — ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES. 85 

équations se réduiront à une seule; cela résulte de la proposition 
suivante : 

Lorsqu'on a deux familles de surfaces se coupant mutuellement 
à angle droit, et suivant des lignes de courbure communes, il 
existe nécessairement une troisièine famille de surfaces qui forme 
avec les deux premières un système tHple orthogonal (*). 

Exemples. — Intégrer les équations aux différentielles totales : 

1° Xj (a?, — \) (x, — 1) dxi + x, (Xj — 1) (xj — 1) dx, 

H- X, (Xj — \) (x, — 1) dx, = 0, 



Oo 



X X 

dx. H — - dx, — —-^ dx. = 0, 
Xj ' 2x, 

^ ^^i -^ ê- ^^« - ^' ^^3 - ^- dx, = 0, 

^Xm Xt Xm JéXê Xf 

4<> dxj H j — dx, H — dx, H- — colg — dx. 

X, log X, X, X, log X, X, ' X, ^ Xj * 



-V cotg — dx. = 0. 
(Collet.) 



^^5 *^s 



5*> Étant donné le système complètement intégrable 

'' dz z=zp dx -h q dy, 

I dp = {a^p 4- a,^ -h a^^z) dx + (bjp -f- h^q 4- fejZ) dy, 

\ dg = {h^p + ^,g 4- 63^) dx 4- (ciP 4- c^g 4- c^z) dy, 

où a^, biy Ci sont des fonctions des seules variables indépendantes x 
et y; si on connaît trois solutions linéairement distinctes c,, p,, g, ; 
^f » ft> 9f > 's» ^i> ^»> l'intégrale générale est de la forme 

z = C^Zj 4- C,z, 4- C,z„ ;) = C,p, 4- ap, 4- C,P3, 

g = 64^4 4- C^g, 4- G^gj, 

Cj, G,, Gj étant frois constantes arbitraires. 

(Appell.) 

(1) Darboux. Théorie ginirale des surfaces, t. II, p. 263. 
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CHAPITRE n 



Équations de forme quelconque. Généralités. Méthode 

de Lagrange et Charpit. 

39. Gonsi«lêroos une famille de surfaces. «iépeDdant dt^ deux 
paramètres a et 6, délinie par Téipiation 

il) V «X. y, r, a, h = 0. 

De rêqiiation « I) on tire, en supposant a et 6 constants. 

f 0.C àz âfj âz 

et rêlimination de a et de & entre les équations (i* et i2) conduit 
en jirénêral à une seide relation 

. I^"^ F 'a\ [/, r, Pj q) = 0, 

qui constitue une équation aux dérivées partielles du premier ordre 
à laquelle satisfont toutes les surfaces représentées par Téquation ( i>. 
La^rrange a montré que la connaissance de la fonction V sufGt pour 
trouver toutes les intégrales de Téquation ^3). En effet, puisque la 
relation (3^ est le résultat de Télimination de a et 5 entre les équations 
liiettiîk. intégrer cette équation revient à chercher trvis fonctions 
r. a et & de X et y satisfaisant aux équations t li et v.iî>. Or« si on 
différentie Téquation « i en tenant compte des relations (2s on aura 

à\àa à\Ob^_^ 
\ àa àx àb àx 
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et le système des équations (1) et (4) sera équivalent au système des 
équations (1) et (2). Nous sommes donc ramonés finalement à trouver 
trois fonctions z, a et b vérifiant les trois équations (1) et (4). On 
peut satisfaire aux équations (4) de plusieurs manières : 

1** En laissant a et 6 constants ; z sera alors donnée par IVqua- 
tion (1) et nous trouvons la famille des surfaces dont nous sommes 
partis. Cette intégrale a rej^u de Lagrange le nom d'intégrale 
complète. 

2° En prenant des valeurs de r, a, h satisfaisant à Téquation (1) 
et, en outre, aux relations 

a a ()b 

En éliminant a et 6 entre ces trois équations, on obtient une intégrale 
qui ne contient rien d'arbitraire et qui a été appelée par Lagrange 
intégrale singulière, 

IV* Si -r- et -rr- ue sont pas nuls tous les deux, on aura 
Oa âb * 

1> («> h) _ 

Il existe alors une relation entre a et b. Supposons qu'elle contienne 6, 

b = o{a); 
on aura une intégrale en éliminant a cib entre les trois équations 

Cy) V = 0, j^-^^^ ?' («) = 0, b = o (a), 

où 9 désigne une fonction arbitraire; on obtiendra ainsi une intégrale, 
dépendant d'une fonction arbitraire, que Lagrange appelle intégrale 
générale. 

D'après cela, il semblerait donc qu'il y a trois catégories distinctes 
d'intégrales : les intégrales complètes, les intégrales générales et 
l'intégrale singulière. Il n'en est rien, car il est facile de montrer 
qu'il n'y a pas de différence essentielle entre l'intégrale complète et 
l'intégrale générale. En effet, d'abord il est clair ({u'il y a une infinité 
d'intégrales complètes qui peuvent se déduire de l'intégrale générale. 
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Prenons Tintégrale générale obtenue en posant 

6 z= 5 (a, a', h')j 

ç étant une fonction donnée dépendant de deux paramètres arbitraires 
a' et h* ; cette int^rale sera donnée par une relation de ia forme 

Vi(x, t/, z, a', 6') = 

et dépendra, en |;énéral, de deux paramètres; ce sera donc une 
intégrale complète. L'ancienne intégrale complète qui correspond aux 
valeurs a,, h^ sera maintenant Tint^ale générale qu*on obtiendrait 
en partant de la relation 

6, = 5(0,, a', 6'). 

Géométriquement, le procédé de Lagrange peut s^énoncer ainsi : 
Parmi les intégrales complètes, on prend une suite simplement infinie 
de surfaces en établissant une relation arbitraire entre a et & 
L'enveloppe de ces surfaces constitue une int^rale générale. Au 
contraire, la solution singulière s'obtient en prenant l'enveloppe de 
toutes les intégrales complètes quand a et & varient de toutes les 
manières possibles. Il est clair que cette intégrale singulière sera 
l'enveloppe de toutes les autres intégrales, tant générales que 
complètes; elle sera donc la même, quelle que soit l'intégrale 
complète d'où l'on est parti. 

Considérons, comme exemple, l'équation de Clairaut généralisée 

(A) ^=px'hqy + f{pyq\ 
qui admet l'int^rale complète 

(B) z = ax -h by -h fia, h), 

formée d'une famille de plans dépendant de deux paramètres. Ce s 
plans enveloppent une certaine suiface Z, non développable. Les 
intégrales générales seront des surfaces développables circonscrit e^ 
à Z. L'inti^rale singulière est la surface Z elle-même. Il est alors 
aisé de vérifier que par toute courbe (C) de l'espace passe une 
surface int^rrale, car l'enveloppe des plans, passant par les tangentes 
de (C) et tangents à la surface Z, est une surface développable, passant 
par (C), et circonscrite à Z. On peut vérifier aussi sur cette équation 
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qu'il y a une infinité de manières d'obtenir une intégrale complète : 
par exemple, les cylindres circonscrits à 22 ou les cônes circonscrits 
à ^ et dont le sommet est assujetti à rester sur une surface donnée 
sont des intégrales de l'équation (A) dépendant de deux paramètres, 
c'est-à-dire des intégrales complètes. Nous avons ainsi le moyen 
d'intégrer toutes les équations de la forme 

qui expriment une pi'opriété du plan tangent. Comme cas particulier, 
il pourrait arriver que la surface 2 se réduise à une courbe F; 
l'intégrale singulière disparait, ou plutôt se réduit à la courbe F. 
EnGn, si la courbe F est rejetée à Tinfini, l'équation prend la forme 

F{p,q) = 0; 

elle admet pour intégrale complète tous les plans parallèles aux plans 
tangents d'un certain cône, et l'intégrale générale est formée de 
développables dont les génératrices sont parallèles à celles de ce cône. 

40. En résumé, Fintégration de l'équation (3) est ramenée à la 
détermination d'une intégrale complète; les théorèmes généraux de 
Cauchy nous apprennent d'ailleurs a prioH qu'il existe une iufmité 
d'intégrales de cette espèce. 

Lagrange (*) a donné le moyen de ramener une équation non 
linéaire à trois variables à une équation linéaire; la méthode a été 
ensuite perfectionnée par Charpit (2). Le procédé de Lagrange repose 
sur la remarque suivante : étant donnée une équation 

^ si, par un moyen quelconque, on est parvenu à trouver une valeur 

de p dépendant d'une constante arbitraire a, telle que l'équation 

dz = pdx -h f{xy y, r, p) dy 

Roit complètement intégrable, l'intégration introduira une nouvelle 



(*) Mémoires de f Académie de Berlin, Mli; Œuvres complètes, t. HI. 

(S) Le mémoire de Charpit, présenté en 1784 à rAcadéinic des Sciences, n*a pas été publié. 
Voir Lacroix, Calcul différentiel et intégral, t. Il, 2* édition, p. 548; Jacobi. JourHal Je Crelle, 
t. XXIII: Gesammelle Werke. t. IV. p. ir>t. 
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constante b et on aura une intégrale complète. Celte remanque l»ien 
simple permet déjà d'intégrer des équations assez compliquées. 
i<» Soit une équation de la forme 

f <!/, Pyq) = ^, ou q = ^ <py y); 
si on prend p z=z a^ a étant une constante arbitraire, Téquation 

dz =a dx -h ç (a, y) dy 
donnera une intégrale complète 

r = ax -i- 1 5 (a, y) dy -h h. 

Les équations de la forme 

fKZ.p,q) = 

se ramènent facilement à ce cas. 
2^ Considérons Téquation 

f(x.p') = f,iy,q}; 
posons 

/"(•r, p)=/'ilJ/, g^ = a, 
a désignant une constante arbitraire. On en tire 

p = 9 {X, a), q = U '.y, a) ; 
Téquation aux différentielles totales 

dz = ^{x^ a)^x -f- 5j (»/• à) dy 
donne une intégrale complète 

r = I 5 (or, aWx 4- 1 z^ (»/, a) dy -h h. 

41. D'une fa<\>n générale^ |>our trouver une intégrale complète 
d'une t'H|uation quelconque du priMuier onlre 

\fi) F v«j\ y^ '. Py q^ = 0, 

pro|)osons-nous do lui adjoindre une équation 
{7) *Imx, y. z. />, <j> = 0. 
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telle que si on tire p, q des équations (6) et (7), 

rê(jiiation 

dz =/) duc + /][ dy 

soit coinplètement intégrahlc. 
Il faudra pour cela que l'on ait 

dy ôz dx dz^ 

D'ailleurs, en difFérentiant les équations (6) et (7), il vient 

âx dp ox âq ox 
d<h d^dp à^âq_ 
âx dp àx dq dx ' 

en y considérant x, y, c comme des variables indépendantes et p, q 
comme des fonctions de ces variables. On déduit de là 

D (F, O ) D (F, (D) dq_ 
h{x,py D{q,p)dx ' 



et on trouve de môme 



KF\2) D(F>)^ D(P>) D(F>)^__ D(F,<I) 

Kz,pyD{q,p)dz ' J){z,q) B{p,q)dz ' J){y,q 



)^Wj3^=0, 



q) B{p,q)dy 
Posons, pour simplifier l'écriture, 

âV ,. à¥ ^, ÔY „ 0¥ ^ ÔF 

Tq 



dx"^' ôy^^' dz-^^' dp-^^' .--y> 



et remplaçons dans l'équation (8) -r^ » -^ ? -r-^ ' -r^ par leurs valeurs : 

ây âz àx âz 

on trouve que <P doit vérifier la relation 

Pour que la condition d'inté}?rabilité (8) soit satisfaite, il suffit que 
relte équation soit vérifiée on tenant compte des relations (G) et (7). 



92 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

Il en sera de même a fortiori si l'équation (9) est vériûée identique- 
ment On connaît déjà une intégrale de cette équation, F(x, y y r,p, q) ; 
supposons qu*on ait trouvé une autre intégrale 4*; les deux équations 

F = et 4> — a=0, 

où a désigne une constante ari)itraire, déterminent des fonctions p 
et q de x, i/, z telles que Téquation 

(10» dz =p dx -{- q dy 

soit complètement intégrable, pourvu que F et 4» soient des fonctions 
distinctes de p et de q. En intégrant l'équation (10), on introduira 
une nouveUe constante arbitraire 6, et la fonction r de x et i/ ainsi 
définie sera une intégrale complète de Péquation (6). Trouver une 
int^rale de Téquation {9\ cela revient à trouver une intégrale du 
svstème 

jj dx_dy_ dz _ ^dp _ —dq 

P ~ Q ~ Pp -h Qg "" X + pZ "" Y -*- gZ' 

dont nous connaissons déjà une première intégrale 

F <x, yj r, p. ç> = O, 

et qui, par suite, se ramène à un système de trois équations difieren- 
tielles du premi^ ordre. Cette intégrale une fois trouvée, il ne reste 
plus qu*à intégrer une équation du premier ordre pour achever le 
problème. 

Exemple. — Soit Téquation 

pq — r = 0, 
le système !^li> est alors 

dx dy dz dp dq 

On a rintégrale première 

P = !/ — «; 

on en tire Téquation aux différentielles totales 

r du 

dz •= iy — a « Jx -i ^ > 

y — .1 
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d'où 

Donc 

r = (x — 6) (?/ — a) 

est une intégrale complète. 

Toutes les fois que l'équation (6) est de la forme 

F (z, p, q) = 0, 

les deux dernières équations (11) donnent immédiatement une inté- 
grale de ce système, p =z aq. L'équation 

F {Zy aq, q) = 
donne aloi-s 

/]f = 9(a, z), p = ai^{a, z); 
on est conduit a l'équation 

dr = 5 (a, z) [a dx 4- y], 
el z s'obtient par une quadrature 



r dz _ 



X -h y -h b. 



Remarque. — Si l'équation (6) ne contient pas z, c'est-à-dire si 
elle est de la forme 

F {x, 2/, p, ^) = 0, • 

on cherchera une fonction ^^, également indépendante de c, qui 
sera déterminée par l'équation 

d^l> à^l> â*]> â<l> 

dx ây dp oq 

On a, alors, à intégrer le système 

dx dy — dp — dq 

dont on connaît une intégrale 

F = C*% 
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et qui, par suite, se ramène à un syst«Mne de deux équations diffé- 
l'ontielles du premier ordre, l'ne fois qu'on aura trouvé une intégrale 
de ce système, on aura r par une quadrature (*). 

42. Gonsidémus, maintenant, d'une manière plus ^'énéralc, une 
équation délinissant r en fonction de n variables a\y x,, ..., a*., 
et de n paramètœs a,, a,, ..., a^, 

1,12) V ir, x^, .r,, ..., j\, a^ a,, .... aj =z 0. 

Si on attribue à ces paramètres des valeui-s constantes, on déduit de 
l'équation (12) 

I- ^V 0\ ^^ , ^ 

^ oT "^ ^'* IT " • *' ~ ' ^ ' •*' "^' 

où on pose -r-^ = i):. L'élimination de a,, a «. eiitixî les 

{^u ^ I) éi|uations (12) et {\^) conduit, en général, à une seule 
ivlation 

{li) V !^r, X,, .r,, ..., a:,, j),, ;î,, ..., jO = 0. 

L;ijrrangre désigne encoiv sous le nom iV intégrale complète de 
Téquation (IV) Tinlégrale définie par Téquation (12). Nous allons 
montrer que, comme «lans le cas de deux variables indépendantes, 
la connaissance d'une intégrale complète permet de treuver toutes 
les autres intégrales. 

Puisi]ift» rét]ualion {IV) est le n^sullat de l'élimination de a^^ a,, 
..., a, entre les é(|uations (12) et (13\ inté^vr l'équation (14) revient 
à tixniver toutes les fonctions r, «?,, a., ..., a, des variables X|, x,, 

r, qui satisfont aux éiiuations d2i et ^13). Ces fonctions satisferont 

évidemment à l'é^jualion obtenue en dilTérentiant Tétpation (12); et, 
en tenant compte des relation** (lîV», on en conclut qu'elles satisfont 
à ré\] nation 

t loi -; Cîcl, 4- -r «ff- -r ... -H -r— Cia. = U. 

Il est bien clair, «railleur:, que le système des équations ^12) et (13) 
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est équivalent au système des équations (12) et (15); on est donc 
ramené à trouver des fonctions s, a^ a,, ..., a^ satisfaisant aux 
équations (12) et (15). On peut satisfaire à ces équations de plusieurs 
manières : 

1<» En prenant a, = C*S a, = C*®, ..., a^ = C*«. On retrouve 
V intégrale complète d*où Ton est parti. 

2" En choisissant ;:, a^, a,, ..., a„ de façon que Ton ait simulta- 

Dément 

V = 0, 

en éliminant «j, a,, ..., a« entre ces n + 1 équations, on trouve une 
intégrale s qui ne contient rien "d'arbitraire et qui a été appelée par 
Lagrange intégrale singulière. 

àW 
3° Si Tune des quantités -r— est différente de 0, l'équation (15) 

exprime qu'il existe au moins une relation entre les n quantités 
Cj, a„ ..., a„. Supposons, pour prendre le cas général, qu'il y ait 
k équations distinctes (k > 1) entre les quantités a^, a„ ..., a^ et /c 
seulement : 

(16) fi (Cj, a,, ..., a^) = 0, ..., /i (a^, a„ ..., a„) = 0. 

Les différentielles da^, rfa,, ..., da^ satisferont alors aux relations 

c( à celles-là seulement; donc, la relation (15) doit être une consé- 
quence de celles-ci et on doit pouvoir trouver k facteurs X^, X„ ..., X^. 
tels que l'on ait identiquement 

-j— da, 4- ... 4- 3— da„ = Xi df. + ... + X,. df., 
c'est-à-dire 



(-17) 



-T — = Al h ... 4- Xjt -^ — ' 



\ A^ "^ 'M ,1^ -t- ... -t- Aa ■*; 
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Les équations (12), (16) et (17) sont au nombre de n + fe 4- 1; il y 
aura donc, en général, un système de fonctions z, a^, a„ ..., a^, 
A|, Xj, ..., 7v;(. satisfaisant à ces équations. En éliminant a^ a„ ..., a«, 
Xp X,, ..., Xjt entre ces équations, on aura donc une relation qui 
donnera une intégrale z dépendant de k fonctions arbitraires. C'est 
Vintégrale générale de Lagrange. 

Exemples. — 1° Considérons la fonction 

z = ttjXj 4- a,x, 4- ... 4- ct^vC^ 4- fi^iy ^r,, ..., a^). 
Cette fonction satisfait à Téquation du premier ordre 

z=p^x^ + p^x^ 4- ... + Pn^n -^ fiPiyPv •••jP»)? 

qui est Téquation de Glairault généralisée, et elle en est une intégrale 
complète. On pourra donc en déduire toutes les autres intégrales de 
la même équation 
2» Toute équation de la forme 

admet pour intégrale complète 

z = a^Xj 4- a,x, 4- ... 4- a^—iXn-i 4- 6 x^ 4- a„, 

où h désigne une constante liée aux constantes arbitraires a^, a,, 
..., a„_i par la relation 

F («1, a„ ..., an_i, h) = 0. 

Remarque. — D'après ce qui précède, nous voyons que, si /: = 1, 
on a une intégrale générale dépendant d'une fonction arbitraire de 
(n — 1) variables; pour fc =:2, l'intégrale dépend de deux fonctions 
arbitraires de (n — 2) variables, etc.. Il semble donc, au premier 
abord, qu'on ait ainsi (n — 1) catégories distinctes d'intégrales 
générales. Nous montrerons plus loin qu'en réalité il n'y a aucune 
différence essentielle entre ces diverses intégrales. Nous ferons voir 
aussi plus tard que l'intégrale que Lagrange a nommée singulière 
satisfait aux équations que nous avons prises plus haut pour définition 
des intégrales singulières (§ 14). 

43. Nous avons supposé, dans ce qui précède, que l'élimination 
de a„ a,, ..., a„ entre les équations (12) et (13) ne conduisait qu'à 
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une seule relation entre z, acj, ..., a?., |Jj, ..., p^. Les raisonnements 
qui précédent ne sont valables que si cette condition est satisfaite. 
Il est donc utile, étant donnée une intégrale qui dépend de n para- 
mètres, de savoir reconnaître si c'est une véritable intégrale complète. 
Soit 

(12') r = 4> {x^l ..., x^, ap ..., a„) 

une intégrale contenant n paramètres; les relations (13) prendront 
aioi*s la forme 

ox^ ox^ 

1^ Supposons que le déterminant fonctionnel 



I) I -T > -r > •••> -: I 

V^Xj OX^ ôxj 



D(ai, aj, ..., «,) 

soit différent de 0; on pourra résou<lre les équations (13') par rapport 
à ttj, a,, ..., a^ et en portant ces valeurs dans Téquation (12') on 
aura une équation et une seule qui contiendra explicitement z, 

2° Supposons 1 = 0; tous les mineurs du premier ordre de I ne 
pourront pas être nuls à la fois, car sans cela on pourrait déduire 
des relations (13') deux relations au moins entre X|, ..., x^y Pj, ...,p„. 
Supposons, par exemple, que le mineur 



\dx^ àx^ âx^^i/ 



soit différent deO; on pourra résoudre les équations 



Pi == 3 ' •••> Pn-\ = 



dx^ àXn^l 

par rapport à a^, a,, ..., a^^i et, en portant ces valeurs dans 
a. disparaîtra. On aura ainsi une relation 

r (Xj, X,, ..., Xf^y Piy p„ «.., pft) = u, 
G. Leçons, 1 
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qui ne contiendra pus z. D'ailleurs, il faudra qu'eu portanl les valeurs 
de a^y a„ ..., a^-i dans Téquation (12') a^ ne disparaisse pas, car 
sans cela on aurait une nouvelle relation entre -, aîp ..., ac^, /}j, ..., p„^ 
Il faut alors que le déterminant 






1) («p ..., an-i, aj 
soit différent de 0. 

Exemple. — Considérons la fonction 



z = V(x^ — aj* 4- (Jt:, — a,)' + ce, — a,. 
Les équations (13') sont alors 

Il est aisé de vérifier que, dans ce cas, tous les mineurs du premier 
ordre de I sont nuls. D'ailleurs, on voit immédiatement que z satisfait 
aux deux équations du premier ordre 

/JÎ4-2>5 = 1, />, = 1. • 
44. Considérons en particulier les équations de la forme 

s (ci^j, iCj, ..., X^, 2Jj, Pj, ..., p^ = U, 

qui ne contiennent pas 2. Si on connaît une intégrale dépendant 
de (n — 1) constantes arbitraires, on aura encore une intégrale en 
ajoutant à celle-ci une constante arbitraire quelconque. On aura alors 
une intégrale de la forme 

2 zrz q) (Xj, »Tj, ..., J-„, aj, «j, ..., CIm — i) + tt,. 

Pour que ce soit une intégrale complète, on voit de suite, d'après ce 
qui précède, qu'il faut et qu'il suffit que l'un des déterminants 

fonctionnels de {n — 1) ^es quantités - — j par rapport à a„ a,, 
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..., ai,_i, soit différent de 0, par exemple que Ton ait 



\dxi àx^ àXn-\/ 



0. 



Ceci nous permet de compléter ce que nous avons dit (§ 16) sur 
l'artifice employé pour faire disparaître la fonction inconnue dans 
une équation aux dérivées partielles du premier ordre. 
Étant donnée une équation du premier ordre 

(18) F (r, cTp x„ ..., cc„, p^, /}„ ..., 2\) = 0, 

à n variables, contenant la fonction inconnue c, nous avons vu (§ 16) 
que la recherche d'une intégrale donnée par l'équation 

' (*> «^p ^^iJ •••? •^n) ^^^ ^ 

se ramène à l'intégration de l'équation 

(IJ) F I r, x^j X',, ..., x„, Ty ' TTV ' "*' "^ ' ^^ 

{?z dz 

à (n -t- 1) variables, qui ne contient plus la fonction inconnue V, et 
que ce procédé pouvait laisser échapper les intégrales singulières. 
Nous allons montrer que, si on connaît une intégrale complète de 
Téquation (19), on en déduira une intégrale complète de l'équa- 
tion (18). En effet, soit 

V (r, a'j, ..., Xj^y a^J «,, .,., a„) + ctn+i 

une intégrale complète de (19), et supposons, d'après ce qui pi-écédc, 
que l'on ait ' 




\âx^' âx^' ' àxj ^ 



D (flj, a„ ..., aj 

je dis que V = donnera une intégrale complète de l'équation (18). 
C'est bien, en effet, une intégrale de (18) dépendant de n paramètres 
arbitraires; de plus, le déterminant fonctionnel des premiers membres 
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des équations (13) correspondantes, par rapport à a^, a,, ..., a^, n'est 
pas identiquement nul, car si on y fait pj = p, = ... = p^ = 0, ce 
déterminant se réduit au précédent qui est différent de 0. 

45. Tout ce qui précède nous montre donc que l'intégration 
de Téquation (14) est ramenée à la recherche d'une intégrale complète 
de cette équation. Supposons l'équation (14) résolue par rapport à p^ 

(20) Pn = f{!^y^i,^fy '".^njPiJ ...,l>«-i); 

pour avoir une intégrale complète, il suffira de pouvoir trouver des 
fonctions p^J j?,, ..., Pn-\ de z, x^, a?,, ..., x^ et de (n — 1) para- 
mètres ttp a„ ..., a««i telles que l'équation 

(21) dz =:pi dx^ + i?, dx^ + ..., + |3„»i dx^-i -*- fdx^ 

soit complètement intégrahle. L'intégration de cette équation intro- 
duira une nouvelle constante arbitraire a^ et on aura ainsi une 
intégrale complète. 

Il y a des cas simples où l'on voit immédiatement une solution. 
Considérons, par exemple, une équation de la forme 

fi (PiJ ^i) f% (Pty ^i) - fn (Pn, a:,) = 1 ; 
posons 

fi {Pv ^i) = ^1» •••» A-i (P«-ij ^«-i) = «H-l, 
et, par suite, 

fn {Pn, X^) = 



CL A d^ ••• CC||_i 

En résolvant par rapport à /)j, p^y ..., p^, on en tire 

la fonction , 

z=j(f^ (Xj, a^) dx^ + ... + I 9^-1 (x,_i, a,«i) dx„_i 

+ I ?« (^M «1 «j ••• ût»-i) ^JP» -+- a* 
sera une intégrale complète. C'est ainsi qu'on trouve pour l'équation 

Pi Pi ••• Pn = 3P| Xj ... *C„ 
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l'intégrale complète ' . > - 



x} 



2z =r a^x] H- ... 4- a„^ix].:i 'i "^ h a„. 

. u. Cf> . . . Cl„^ I 

D'une manière générale, pour étendre la méthode de Lagrange et 
Charpit aux équations à plus de trois variables, il conviendra de 
poser le problème comme il suit: étant donnée réquatiou F = 0, 
trouver n — i autres relations entre r, a?j, ..., a?., p^, A^ jt^^ 
contenant chacune une constante arbitraire, telles que les valeurs; 
de pj, ..., p^ déduites de ces n relations rendent l'équation - ; 

dz =. p^ dx^ + ... -h Pn dx^ 

complètement intégrahle. En réalité, cette extension n'a élé faite 
que longtemps après Lagrange ; elle constitue la seconde méthode de 
Jacobi, qui sera exposée dans un des chapitres suivants. 

EIzercices. 

1° Trouver une intégrale complète des équations 
F (c — pa?, y, p, q) = 0, p* + q^ — 2px — 2qy -h 2xy = 0, 

p* + g' — 2px — 2qy + 1=0, 
2 (pq 4- py + qx) + x* 4- y' = 0, xp^ 4- yq* = 2pg, 

-* (P' -^ ^') = ac' 4- t/, g = icp 4- p", p = (gy 4- r)% 

p«— »/»g=:x* — 1/. 

2® Trouver les surfaces dont les normales appartiennent au com- 
plexe de droites formé par les normales à une famille de surfaces 
homofocales du second degré. 

39 Trouver les surfaces telles que la trace de la normale sur un 
plan fixe P soit à une distance constante l de la trace du plan tangent 
sur le même plan P. 
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CHAPITRE V 
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Méthode de Cauchy. Caractéristiqaes. 



46. La première méthode jrénêrale d'intégration des équations 
aux dérivées partielles du premier ordre est due à Pfaff(*). Consi- 
dérant la question comme un cas particulier d'un problème plus 
•rénéral, il ramène la solution de ce nouveau problème à l'intégration 
ciimplètede plusieurs systèmes (Féquations différentielles simultanées, 
d'ordre 2ii — 1, î2« — 3, ..., 3, 1. Peu de temps après, en 1819 (2), 
Cauchy a donné une méthode beaucoup plus simple en montrant 
que, [youT le problème spécial de l'intégration des équations aux 
dérivét»s partielles, il suffisait d'intégrer le premier système que Ton 
rencontre dans le procéilé de Pfaff. Nous allons exposer cette méthode 
de Cauchv. 

47. Considérons d'abord Téquation à trois variables 

(I) F Or, f/, r, j), <7) = 0, 

et proposons-nous de trouver Tintégrale de cette équation qui, pour 
A* = .r^, se réduit à une fonction donnée de y 

Remarquons, de suite, que si nous remplaçons x et y par deux 
nouvelles variables indé|M>ndantes j et g, intégrer réquation (1) 



i>) B^lU^i» Jf lé Sm-iV/t* PhiLméiki^nf, \i. \(i-il, Lf Mêin<Mro primitif de 1819 a été 
p. i38-i7i; ISil. 
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revient à trouver cinq fonctions x, i/, r, p, q de a et de g vérifiant 
Féqiialion (i) et \r relation 

Caucliy, suivant une idée d'Ampère, conserve la variable x et 
remplace y par une nouvelle variable u qui sei-a déterminée plus 
loin. Laquât ion (2) s'écrit alors 

dz . dz . , fôxj j ^V , \ 

^- aac 4- —- du = » dx + g ( -^ dx 4- ^ du ). 
ax an \dx du ) 

On doit donc avoir 



(3) 



ôz du 

âx ax 

dz dy 

du du 

D'ailleurs, puisque les fonctions y, c, p, q de x et u satisfont à 
l'équation (4), elles satisfont aussi aux deux équations qu'on en 
déduit en la dérivant par rapport à x et par rapport au: 

W. dx dx dx dx 

< 

du du du du 

Il s'agit donc de trouver quatre fonctions y, r, p, q des variables x 
et u satisfaisant aux équations (3) et (4). L'artifice de Cauchy consiste 
à choisir la variable u de façon à obtenir un système de quatre 
équations où ne figurent que des dérivées partielles par rapport à la 
variable x. Nous avons déjà deux équations dans les systèmes (3) 
et (4), satisfaisant à cette condition; pour en avoir d'autres, nous 
nous servirons de la i*elation 

d^z d^z 



fjx du du dx 
Des équations (3) on tire 

d^z dp dq d]i d^y 



= T^ + ^ -^ -+- 7 



dxdu du du ôx dxdu 
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et 

d^z âqdy â^y 



= 3-^ j^ + g 



âuâx âxdu dxiâx 

et, par suite, 

dp âq ày âq ây 
du âxâu âuâx 

Portons les valeurs de -~ et --^ dans la seconde des relations (4) ; 

au au ^ ' 

ây âq 
il vient, en ordonnant par rapport à -r— > -r— ? 

au au 

Choisissons alors la variable ti, de façon que l'on ait 

âx 

ce qui est toujours possible; en effet, sur une surface intégrale 
déterminée, P et Q sont des fonctions déterminées de x et y; si on 
considère cette équation comme une équation différentielle entre y 
et X et si 

.^ (X, y) = O- 

en est l'intégrale générale, il suffîra de dêfmir la nouvelle variable u 
en posant 

6 (x, y) = U (11), 

n étant une fonction quelconque. La variable u étant choisie ainsi, 
comme ^ ne peut être identiquement nul, il faut nécessairement 

que Ton ait aussi 

âa 
Y + gZ -*- P P = 0. 

âx 

En sgoutant ces deux nouvelles équations aux deux premières des 
équations (3) et ^4), on voit que les fonctions y, ;, p, g de x et de u 
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satisfont au système d'équations 

P^ = -Y-gZ, 
ax 

P?^ = -X-pZ.' 
, dx 

La variable u ne Ggurant pas dans ces équations, les intégrales y, c, 
Py q ne peuvent dépendre de u que par Tintermédiaire des valeurs 
initiales y^, z^y p^y q^ correspondant à la valeur x^ de x. Les 
équations (5) peuvent s'écrire 

{f\*\ £f — î^ — . ^^ _ — dp _ — dq . 

^ ^ P *~ Q ~" Pi? + Qg "" X 4- pZ "" Y + gZ' 

nous retrouvons précisément le système auquel on est conduit dans 
la méthode de Lagrange et Charpit. Ces équations (5'), comme nous 
l'avons déjà remarqué, admettent l'intégrale évidente 

F (x, y y Zy Pyq)=F (X ^y t/g, Z^y P^y Ço)* 

Si donc les valeurs initiales satisfont à la relation 

(C) F {Xoy yo, 5o, Poy Ço) = 0, 

les fonctions y, ZyPy q vérifieront l'équation 

F (^5 y y -y Py Q) = 0. 



Soit alors 



(7) 



y = fi (Xy Xo, t/o5 ^0. Po> ^o). 
P = /» (x> •••» 9o)> 



les formules qui représentent les intégrales du système (5), correspon- 
dant aux valeurs initiales 2/o> "o>Po5 ^o> vérifiant l'équation (6). Toute 
intégrale de l'équation (1) s'obtiendra en remplaçant, dans ces expres- 
sions, y^y Zq, g^, p^ par des fonctions convenables de u, choisies de 
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telle façon que les équations (3) soient satisfaites. Or, la première des 
équations (.3) est vérifiée, car c'est une des équations du système (5); 
par conséquent, il faut et il sufflt que Ton ait 

âz ây 

du dn 

Caucliy satisfait à cette équation en prenant 

p^ étant déterminé par la condition (6). Pour démontrer que la relation 
précédente est bien vérifiée de cette façon, posons 







du du 


on aura 








dx 


d^z dq dy ^ d^y 
"âxdu dxdu dudx 



d'ailleurs, puisque 



dz dy 

ax ax 



d^z dp dqdy d-y 



= ^ -*- T^ 3^ 4- g 



dxdu du dudx dxdu 

/J r î /î' r 

Portons dans - cette valeur de -r — r- > il vient 

dx dx du 

d\] dp dqdy dqdy 

dx du du dx dx du 

dy dq , 

Remplaçons encore, dans cette expression, ;r" ^^ ;t- V^^ leurs 

(f X (/ X 

expressions tirées de (5) et nous aurons 



d 



X P\_ du ^âu du ^ du_\ 



Enfin, puisque les fonctions y, z, p, q satisfont à l'équation 

F (x, y, z, p, q) = 0, 
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on a, en diiïërentiant par rapport à if, 



an an an an 



et, par suite, 



dx 



~ P(du ^ àu)~ P ' 



d'où, en intégrant, 






dx 



U = U,c -"• 



U, désignant la valeur de U pour x = x,. Or, pour x = x,, on a 

V, = pt- q,^ = ç'(„) _ ç' („) = 0. 

au dn ^ ^ ^ T \ / 

On a donc, pour toute valeur de a?, 

U = 0. 

Remarque. — M. Bertrand a fait remarquer que le raisonnement 

-\ p dx 

précédent n'est exact que si le facteur e *' n'est pas infiniment 

I - drc fût lui- 

même infiniment grand, ce qui ne peut arriver, au moins si on 

2 

suppose X suffisamment voisin de ac^, que si - est infini pour les 

valeurs initiales, c'est-à-dire si P^ = 0. D'ailleurs, en vertu des 

dx dii 
équatioQs (5'), on a — = --; on peut donc remplacer l'intégrale 

' - dx par l'intégrale 1 Tzdy qui restera finie si Q^ est différent 
'• P Jv» Q 

de 0, et, si Q^ était nul, on prendrait un des deux autres rapports 

— dp — dq 



'M > 



X + 2)Z Y + ryZ 
on voit donc que le raisonnement précédent ne pourra tomber 
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réellement en défaut que si les valeurs initiales vérifient les quatre 
équations 

P = 0, Q = 0, X-hpZ = 0, Y + gZ = 0. 

S'il en est ainsi, le facteur considéré pourra réellement être inGni. 
Mais si on laisse à la constante x^ et à la fonction 9 {y) toute leur 
généralité, on voit que les seules intégrales auxquelles ne s'applique 
pas la méthode précédente sont celles dont tous les éléments vérifient 
les quatre équations écrites plus haut, c'est-à-dire les intégrales 
singulières. 

Exemple. — Prenons l'équation traitée par Cauchy 

pq — xy = 0; 

le système d'équations différentielles correspondant est 

dx dy dz dp dq 

q ~ p '^ ^pq "" 2/ "" ac 

En réduisant au même dénominateur pq = xy et supprimant ce 
dénominateur, il vient 

dz 
pdx = qdy=z — =zxdp = y dq. 

On tire successivement de ces équations 

p X q y X y 

puis, en intégrant, 

Po ^0 9o Vo ^0 Vo 

Pour avoir l'intégrale qui, pour x = x^^ se réduit à ç (t/), nous 

X u 

prendrons 1/0 = w, ^o = ? 00> ^0 = ?' (*0> «*> P^^ s^î^^j Po = -77-^ ' 

? W 
L'intégrale demandée sera représentée par les équations 
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qui peuvent encore s'écrire 

[z - 9 (u)]« = (x* ^ xl) (2/« - u«), 
[s — ç (tt)] 9' (u) = ti (x« — x*); 

on remarquera que, si on regarde u comme un paramètre variable, 
la seconde équation est la dérivée de la première par rapport à ce 
paramètre. 

48. En énonçant les résultats obtenus en langage géométrique, 
nous pouvons dire que nous avons déterminé une surface intégrale 
passant par une courbe plane donnée, située dans un plan parallèle 
au plan des yz. Nous avons vu qu'on pouvait se proposer, d'une 
façon plus générale, de déterminer une surface intégrale passant par 
une courbe gauche quelconque. Il est vrai que, par un changement 
de variables, cette question se ramène à la précédente; mais il suffit 
de modifier très peu le raisonnement de Cauchy pour traiter directe- 
ment ce nouveau problème. En effet, il suit de ce qui précède 
qu'étant donnée une surface intégrale S, on peut toujours choisir 
une variable indépendante u, de telle façon que y y r, p, q, consi- 
dérées comme fonctions de x et de w, vérifient les équations (5). 
Ces fonctions y, r, p, q ne pourront dépendre de u que par l'inter- 
médiaire des valeurs initiales ac^, i/„ z^j p^, q^. Cauchy supposait 
que X, était pris constant, mais cette restriction n'est évidemment 
pas nécessaire. 

On voit d'abord, comme plus haut, que les valeurs initiales doivent 
vérifier la relation 

ï' (^o> î/o> -o> Poy %) = 0, 

ce que nous supposerons toujours. Soit alors 

/i (JC» y y -> P, q, ^oy 2/0» -oy Poy 9o) = 0, 

/, (Xj . . . Xqj . • • q^) = 0, 
/* (p^y • • • *^o> • • • Qo) "~- ^5 

les formules qui donnent les intégrales du système (5), correspondant 
à ces valeurs initiales. Toute intégrale de l'équation (1) sera donnée 
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par le système (8), poiirvii que jp^, y^y r^>, Po> Qo soient des fonctions 
convenablement choisies de u. 
Pour plus de symétrie dans les calculs, posons, avec M. Darboux, 



dx 
T 



— dq 



qZ 



r, = dt. 



t désignant une variable auxiliaire dont nous supposerons la valeur 
initiale égale à 0, ce qu'on peut toujoui's faire. En intégrant ces 
équations, on trouvera un système de la forme 



j X — 9j (i, 0^0, î/q, r^, |>ç, q^j 



(^) 



I 






qui sera équivalent au système (8). Ces cinq fonctions vérifient la 

relation 

F (x, 1/, ?, p, q) = 0, 

puisque F = C*® est une intégrale du système considéré ; on a aussi 



dz 



dx 



ày 



dt'^^ ât'^^ dt' 

Pour que les équations (9) donnent une intégrale à Téqualion (4), il 
suffira donc que ces fonctions vérifient la relation 



dz dx à y 

U = p -z ry — = 0. 

du du du 



Or, on a 
dU 



d^z 



dt du dt 



P 



d^x 
du dt 



— Q 



d^y dp dx 



du dt dt du 



dqdy 
dt du 



Mais on a aussi 



d'z 
du dt 



= P 



du dt 



d*y ^àpdx dq dy 
du dt du dt du dt 



et, par conséquent, 

dV dp dx 

dt du dt 



dp dx dq dy dq dy 

"■■■ — — — ^^^ ^1 " • "-^^ ^^■■^M ^^^^ ^^m^^ ^^mmm^ 

dt du du dt dt du 
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Remplaçons -j^ > -^i -p et --- respectivement par P, — (X + pZ), 
Qet — (Y + qZ); il vient 



£U 
dt 



c/it du du du \ du du) 



et comme 



pl£ + Q^« + X^-f.Y^ = -Z^, 
du du du du du 



il l'esté 

dt 



U ,.rdz dx dy^ ,,.. 

t [jdu ^ du duj 



Donc, en intégrant, 

-Tzrf/ 

Pour que U soil nul, il faut et il suffit que 

u. = 0, 

c'est-à-dire que l'on ait 

(10) ^o_^._^^o. 

' du du du 

Dans ce cas, l'objection de M. Bertrand ne se présente plus, car 

I — Z dt reste toujours fini, pourvu que Z reste fini, ce que nous 

supposons. Mais pour que le système (9) soit équivalent au système (8), 
il faut que tous les dénominateurs du système (5') ne soient pas tous 
nuls, pour les valeurs initiales, car alors la seule intégrale serait 

et le système (9) ne serait plus équivalent au système (8). 

Cherchons maintenant à déterminer une surface intégrale passant 
par la courbe gauche 

X :^K (n), y = [x (tt), 2 = V (u). 

Il suffira de prendre pour Xq, »/o, z^ les valeurs X (u), |ji (u), v (ti); 



112 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

Po ^^ ^0 seront déterminés par les équations 

F (X (u), |x (w), V (m), Po» ^o) = 0, 
v' (w) = Po >^' H -^ ^0 P-' («)• 

Les valeurs de p,^ et q^^^ données par ces formules, sont développahles 
au voisinage de u = u^ si le déterminant fonctionnel 

n'est pas nul pour ce système de valeurs. 

Les deux premières des équations (9) pourront alors être résolues 
par rapport kt et kUj qui seront des fonctions développahles de x et 
de y y car le déterminant fonctionnel 

D (x, y) âx ày âx ây 

D (t, u) '^ ItJïi'^Jû'ât 

se i-éduit au précédent pour t = 0, u = Uq. En portant ces valeurs 
dans Texpression de z, on aura pour z une fonction développable 
de X et y. Si ce déterminant est nul, l'intégrale ne cesse pas 
d'exister en général, mais elle présente une singularité au point 
correspondant. 

Dans le cas particulier traité par Cauchy, le déterminant précédent 
se réduit à P^. Si donc P, n'est pas nul, on obtient pour z une 
fonction développable des variables x et y; ce qui est bien conforme 
au théorème général. 

Remarque. — La méthode de Cauchy fournit aussi une intégrale 
complète, car on satisfait à la relation 

àzi,_ àx^ ây^ 

âu au au 

en prenant x<, = a, y^ = ^> ^o = ^> ^j ^> ^ étant trois constantes; 
Po 6^ ^0 sont liés par la seule relation 

F (a, 6, c, Po5 ^o) = ^• 

L'intégrale ainsi obtenue dépend des trois constantes a, 6, c et il suffit 
de prendre pour l'une d'elles une constante absolue pour avoir une 
intégrale complète. 



9 
* 
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49. Caractéristiques. — Les résultats précédents sont suscep- 
tibles d'une interprétation géométrique importante. Si dans les 
équations (9) nous regardons x^, t/j,, z^, p^, q^ comme constants ef 
t comme variable, les trois premières équations représentent une 
certaine courbe qui se déplace en engendrant la surface intégrale 
quand on fait varier m. Toute courbe de cette famille est complète- 
ment déterminée quand on se donne les valeurs j/^, 2,,, q^ qui corres- 
pondent à une valeur donnée x^ de x, p^* se déduisant de la relation 
^ {^oy !/•> ^o> Poy 9«) = ^' C^s courbes dépendent donc de trois para- 
mètres arbitraires; elles forment un complexe de courbes, et nous 
voyons que toute surface intégrale est engendrée par les courbes de ce 
complexe, que nous appellerons caractéristiques, associées suivant 
une certaine loi, sauf les intégrales singulières que nous avons laissées 
de côté. 

Appelons élément l'ensemble d'un point (x, i/, z) et d'un plan de 
coefGcients angulaires {pj q) passant par ce point. De tout élément 
dont les coordonnées vériflent la relation F = 0, part une courbe 
caractéristique,. en général bien déterminée, tangente à cet élément. 
Mais, d'après les dernières des formules (9), nous voyons que les 
valeurs de p et de ^ sont elles-mêmes déterminées complètement tout 
le long de cette caractéristique. On est donc conduit à l'importante 
proposition que voici : Si deux surfaces intégrales sont tangentes, 
c'est-à-dire ont un élément commun, elles sont tangentes tout le 
long de la caractéHstique issue de cet élément. 

L'intégrale complète obtenue en faisant x^ = a, t/,^ = 6, z. = c 
n'est autre chose, on le voit, que le lieu des caractéristiques issues du 
point (a, hy c). On reconnaît facilement que les tangentes aux diverses 
caractéristiques issues d'un point M forment, en général, un cône 
ayant son sommet en ce point; ce point M sera donc un point 
singulier pour la surface engendrée par ces caractéristiques. 

50. La méthode de Cauchy s'étend au cas d'un nombre quelconque 
de variables. Il est commode, pour simplifier l'exposition, d'étendre 
immédiatement à ces équations la notion de caractéristique. Nous 
adopterons la méthode suivie par M. Darboux (*). Considérons 

(*) Mémoire «rr Um xoIuHouh singulières des équations aux dfrirérs partielles du premier 
ordre, p. 133 et suivantes \Joumal des savants étrangers» t. XX Vil, 18ti()). 

G. Leçons. 8 
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Téquaiion 

<11) F (z, Xp cc„ ..., oc», j»i, /î„ ..., pj = 0, 

que nous écrirons souvent plus brièvement 

F («, Xo pi,) = 0, 
et soit 

2 = ^(XpX„ ..., X.) 

une intégrale quelconque do cette équation. Nous appellerons e'I^ment 
de rintégrale l'ensemble d'un système de valeurs xj, xj, ..., x5 et 
des valeurs correspondantes z®, pî, pj, ..., pij en posant, comme 
plus haut. 



"' dx: 




. àp{ 


dz 



^' - di: 

Supposons qu'on fasse varier les éléments à partir de certaines 
valeurs initiales z*, x?, pSy de façon à satisfaire toujours aux équations 
différentielles (*) 

dXj dx, dx, , 

t désignant une variable auxiliaire dont la valeur initiale sera nulle.. 
11 est clair que ces équations déterminent complètement ce qu'on 
peut appeler un système de courbes situées sur la surface intégrale, 
si l'on suppose connue z en fonction de x^ x„ ..., x.. C'est à cette 
suite simplement infinie d'éléments que nous donnerons le nom de 
caractéristique. Nous allons montrer que, sans connaître l'expres- 
sion de Zj on peut joindre aux équations précédentes d'autres équa- 
tions différentielles qui permettent de définir complètement la 
variation des variables z, X;, p^y le long d'une caractéristique. 

Partons d'un élément de l'intégrale z, x<, p^ et attribuons aux 
variables des accroissements définis par les formules précédentes et 



0) Ce procédé est identique au fond à celui de Cauchy. Car il revient à prendre pour 
variables indépendantes Xi et n — 1 autres variables »„ ..., ir«_], choisies de telle façon que 

Ton ait ^ = ^^; les calculs faits dans le texte prouvent que Ton aura ensuite |^ 

__ \i + Pt7 . 
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Tëquation de la surface intégrale. On aura entre ces accroissements 
les relations 

dz =i>| dX| -+• ... -h Pn dx^j 

dPi = Pu dx^ + — + Pin dx^y 
en posant 

d'ailleurs de l'équation (11) on déduit, en dilTérentiant par rapport 

X< + p,Z + P,p,4 + ... + P,p^ = 0. 

dx dx 

Remplaçons P^, ..., P« par leurs valeurs -~> •••> -7-?) il vient 

(X, + PiT) dt -h Pu dx^ + ... + Pu dx^ = 0, 

c'est-à-dire 

(X, -h Pil) dt + dpi = 0. 

Ceci nous prouve que les éléments d'une intégrale satisfont, tout le 
long d'une caractéristique, au système d'équations difTérentielles 

dx\ dx^ dz 

(12) { ~^ Pr""l>iPi + ... -+-P-P- 

X, -+-P4Z '" X. -f-p.Z 

Ces équations ne dépendent pas de la fonction <l> et, par suite, on 
peut déterminer les éléments successifs le long d'une caractéristique 
sans connaître l'intégrale. La caractéristique issue d'un élément 
déterminé xf , pj, z^ est donc bien déterminée. On en conclut que 
9% deux intégrales ont wi élément commun, elles ont en commun 
tous ceux qui sont situés sur la caractéristique issue de cet 
élément. 

Si les dénominateurs des équations (12) restent finis et ne sont 
pas tous nuls pour les valeurs initiales, ce que nous supposerons, on 
tirera de ces équations 

Xi = fi (e, «•, xf, pi)y 

(13) { p, = çt(e, z% X?, pi), {k, i = 1, 2, ..., n), 
z = f{t, z\ xU pV), 
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les fonctions /), 9^, f étant des fonctions continues de t et des valeurs 
initiales, au moins entre certaines limites. 

Puisque chaque intégrale est un lieu de caractéristiques, il est 
clair que toute intégrale sera représentée par les formules (13), où 
l'on prend pour z®, x/*, pî des fonctions de ?i — 1 variables indépen- 
dantes, choisies de telle façon que ces fonctions z, x.-, pj^ vérifient les 
relations 

F (^> ^i^ Pk) = 0, 

dz — Pj dx^ — ... — p^ dx, = 0» 
Comme 

F(z,x,,p,) = C*« 



1 



est une intégrale du système (12), il suffira que l'on ait 

F (z», X?, p!) = 0, 
pour que la première équation soit vérifiée. D'autre part, on a aussi 

dz dx. dx. 

Supposons que z*, xf, pi soient des fonctions de v variables u^, ti,, 
..., u„ et désignons par la lettre 3 les difTérentielles correspondant 
à des accroissements îu^, ..., 3 Uv de ces variables. Posons 

U = 8z — jpi 8X4 — ... — p^ îx,, 
on a 

dU =dlz — p^d ÎX| — ... — p^d 8x, 
— dpi 8X| — ... — dp^ 8x», 

la lettre d désignant les différentielles quand t seul varie. D'ailleurs, 
on aura 

= 8 dz — Pi 8 dX| — ... — p^l dx„ 
— 8pi dx^ — ... — 8p, dx., 

et, comme on peut intervertir les opérations d et 8, 



dl] = V {^Pi dXi — dpi 8X|), 



1 

n 



dV =2 [P* iPi + (X, + P.Z) 8xJ dt. 
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Puisque z, a;,, pt vérifient Uéquation j[l 1), on aura 



2 (P, iPi + X, 8x0 = - Z 8î, 



1 



par suite, 

dU = — ZU dt, 
et 






Pour que U soit nul, il faut et il suffît que U^ soit nul, c'est-à-dire 

que Ton ait 

8«® — pî îacî — ... — pi ixi = 0. 

En résumé, pour avoir une intégrale, il faut et il suffit que les 
valeurs initiales soient des fonctions de (n — 1) variables indépen- 
dantes U|, u„ ..., u».t satisfaisant aux relations 



^ ( 5z,-pîîx; — ...- 



pi ixi = 0. 



En particulier, si on veut avoir Tintégrale de Cauchy qui, pour 
Xj = icj, se réduit à une fonction donnée ^ (x„ x„ ..., ac«), on 
pourra prendre comme variables indépendantes xj, ocj, ..., xi et, 
alors, la deuxième des relations (14) donnera les conditions 

La valeur de pi sera donnée par la première des formules (14), et 
cette valeur sera déveîoppahle si.PJ est différent de 0. Les équa- 
tions (13) donneront alors pour z, x^, ..., x. des fonctions dévelop- 
pables de t, xj, ..., x^. Le déterminant fonctionnel 

J> ^X|, X^y ..., X^) 

i) yty X|, •••, Xnj 

se réduit au début à P^, qui n'est pas nul par hypothèse. On pourra 
donc tirer t, xj, ..., x« en fonction de x^, ..., x. et en portant ces 
valeurs dans l'expression de z, on voit que z sera une fonction 
holomorphe de X|, x,, ..., x^. 

Comme dans le cas de trois variables, la solution précédente est 
loin de répondre à toutes les questions que Ton peut se proposer 
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relativement aux intégrales. Pour être sûr de ne laisser échapper 
aucune solution^ il nous faut résoudre de la manière la plus générale 
les équations (14). Les n + 1 fonctions z*, x\f ...y xi dépendant 
de n — 1 variables seulement, 41 y aura au moins deux relations 
distinctes entre ces fonctions, et z® entrera nécessairement dans 
l'une de ces relations, d'après la seconde des équations (14). Cauchy 
a pris les suivantes : 

acî = C^j z* = <P (xj, ..., xi). 

Prenons-en un nombre quelconque k et supposons-les résolues par 
rapport à z% xj, ..., xi^ i, 

z®=(Oj(xî,...,x;), x]=tù^(xlj...yx:)j ..., xl^i=(ùk{xiy...yxi). 

En remplaçant dans la seconde des équations (14) et en égalant à 
zéro les coefûcients de dx£, ..., dxj, on obtient n — ^ + 1 relations 

dxS ^* âxS ^ ' 



àxUi ■' dxUi 



â^i ""^*^^, ""••'" ^* -^^ 

qui, jointes à la relation F (z*, xf^ pj), permettront d^iexprimer 
Pn '"y pi ®^ fonction de k — 2 d'entre elles. On voit que toutes les 
valeurs initiales s'expriment en fonction n — 1 variables. 

Les relations (14) étant satisfaites, les fonctions z, x^, pj, de 
n variables représentées par les formules (13) vérifient les équations 

F (2, ^ij Pk) = 0, dz — Pi dx^ — ... — ^, dx^ = 0. 

Elles donnent donc une intégrale de l'équation proposée. Toutefois, la 
méthode donne lieu aux remarques suivantes : 

1«» Il pourrait arriver que les fonctions /*, 9,., f^, qui contiennent les 
n variables indépendantes, se réduisent à des fonctions d'un moindre 
nombre de variables. Il est facile de voir dans quels cas cette circons- 
tance se présentera. Les relations, établies entre les valeurs initiales 
^*> ^?) Pk déterminent une multiplicité à (n -^ 1) dimensions 
composée d'éléments. De chaque élément de cette multiplicité part 
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une caractéristique, et l'ensemble de ces caractéristiques forme préci- 
sément l'intégrale. Il est clair que cet ensemble forme, en général, 
une multiplicité à n dimensions, sauf dans le cas particulier où la 
multiplicité des valeurs initiales serait elle-même composée de 
caractéristiques. 
2** Ce cas exceptionnel écarté, l'élimination de t, Up ..., u,«i entre 

les relations (13) 

z = fy x^ = fij 

conduira, en général, à une seule relation 

z = fP {x^j ac,, ..., a5„), 

et la fonction <l> sera évidemment une intégrale. Il n'en serait plus de 
même si des équations (13) on pouvait déduire plusieurs relations 
entre les variables ;;, x^. Cependant, par une extension du mot 
intégrale, due à M. Sopbus Lie, nous ne rejetterons pas ces solutions. 
D'une manière générale, nous désignerons sous le nom dHntégrale 
tout système d'éléments vérifiant les relations 

F («, ^o Pk) = 0, d'z= p^ dx^ 4- ... + p^ dx^, 

et dépendant de n variables indépendantes. 

Nous reviendrons plus loin sur cette définition nouvelle de l'inté- 
grale. 

51. On satisfait aux équations (14) en prenant pour xf, z^ des 
constantes, les valeurs initiales étant liées par la seule relation 

F (zS Xf% pê) = 0. 

L'intégrale ainsi obtenue, qui est formée par l'ensemble des caracté- 
ristiques issues d'un point, dépend de n 4- 1 constantes arbitraires. 
Si on attribue à l'une d'elles une valeur déterminée, on aura une 
intégrale complète de l'équation (11). Ce sera d'ailleurs une véritable 
intégrale complète, car si les éléments de cette intégrale vérifiaient 
une autre équation que l'équation (11), 

F4 (2, aco pt) = 0, 

on devrait avoir, puisque pour t = 0, z, x^, p^. se réduisent respecti- 
vement à z*, Xi y pi y 

Fi (z% x?y pi) = 0, 
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C3 qui ne peut pas être, puisque les valeurs initiales p\f ..., pi sont 
liées par la seule relation 

F {z\ xf , pi) = 0. 

Remarque I. — Il pourra arriver, dans certains cas, que cette 
intégrale ne soit pas une intégrale proprement dite, mais une 
intégrale au sens plus large de M. Lie. Supposons que F (x^, p^) soit 
homogène par rapport aux variables p^ et ne renferme pas z; dans ce 
cas, des équations qui représentent l'ensemble des caractéristiques 
issues d'un point (z®, Xj, ..., xi) on pourra déduire au moins deux 
relations entre les variables z, X|, ..., x.. Des équations différentielles 
des caractéristiques on tire d'abord, puisque 

p^Pi -4- ... -4- p^P^ = |aF (x^, pt) = 0, 

z = z^. D'un autre côté, ces équations ne changent pas quand on 
change p^ en Xp^y X désignant une constante quelconque. On peut 
donc, sans restreindre la généralité, supposer la valeur initiale de P| 
égale à l'unité par exemple, p\ == i. Alors Xj, ..., x^, dans les 
formules (13), dépendront de t et des n — 1 variables pj, ..,<, pi qui 
sont liées par la relation F^ = 0. Ces n fonctions ne renferment 
donc que n — 1 variables indépendantes, et l'élimination de ces 
variables conduira au moins à une relation entre x,, x„ ..., x^. Il 
en sera encore de même si la fonction F, tout en contenant z, était 
homogène par rapport à Pp ..., p^. En effet, si le lieu des caracté- 
ristiques issues d'un point (z^, xJ, ..., xi) était représenté par une 
seule relation entre z, x^, ..., x^, cette çelation serait nécessairement 
z = z®, et on aurait pour tous les éléments de cette intégrale pt, = 0, 
équations qui ne résultent pas de la relation F (z, x^, p^.) = 0. 

Remarque II. — On pourra toujours obtenir une infinité d'inté- 
grales complètes par la méthode de Cauchy; on cherchera pour cela 
une intégrale se réduisant, pour X| = Xj,.àune fonction donnée à 

l'avance 

/ (x,, ..., x„, a^, ..., a„), 

contenant n paramètres variables a|, a,, ..., a^, 

52. La méthode de Cauchy nous a conduit à une notion nouvelle, 
celle des caractéristiques. Il est aisé de voir que cette notion peut, 
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d'une manière très naturelle, se déduire du procédé employé par 
Lagrange pour obtenir l'intégrale générale au moyen d'une intégrale 
complète. 

Prenons d'abord une équation à trois variables. Nous avons vu que 
si V (x, t/y Zy ayh) = est une intégrale complète, on obtient une 
surface intégrale en éliminant a entre les équations 

( V (x, y, z, a, h) = 0, 

où on a posé 6= 9 (a). Ces deux équations (15) représentent une 
courbe dépendant d'un paramètre a, dont le lieu est la surface inté- 
grale. Les équations de cette courbe sont de la forme 

V (x, y, z, a, h) = 0, 
(16) \ àV d\ ^ 

^■^^^ = ^' 

Uj hy c étant des paramètres arbitraires. Les courbes (16) forment 
un complexe^ et nous voyons que les surfaces intégrales sont des 
surfaces engendrées par les courbes de ce complexe, associées suivant 
une certaine loi. Ck)nsidérons une de ces courbes correspondant aux 
valeurs a^, \y c^ des paramètres, toutes les surfaces intégrales 
obtenues au moyen de fonctions 9, telles que 

passeront par cette courbe et seront tangentes entre elles tout le long 
de cette courbe, car les valeurs de p et 9, qui, pour un point quel- 
conque d'une surface intégrale, sont données par les équations 

d\ dY ^ d\ d\ ^ 

seront les mêmes pour toutes ces surfaces. 
Plus généralement, soit 

z = ^ (X|, x„ ..., x^, a^, a„ ..., a,) 
une intégrale complète d'une équation du premier ordre an variables, 

F (z, Xi, pt) = 0. 



l. 

r 
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Résolvons les équations 

qui sont compatibles, pourvu que r, x^, pt vérifient la relation 
F (r, X,-, p^) = 0, par rapport à a^, a,, ..., a.; on en tire 

Oj = Çj (j, x„ p^X ..., a, = ^, (5, X|, 1^. 

Posons en outre 

Si nous portons dans ces expressions les valeurs de a^, a,, ..., a., 
nous en déduirons pour 6,« h„ ..., 6. des valeurs bien déterminées 

*i = *i (** 'i> Pk^ — > ^. = 4w {h ^if pô- 
les 2n équatkms 

( ¥{s,x^p^ = 0. 



une multiplîcité à une dimension composée d^élêfliaits, 
quand on y n^igarde a^ et 6^ comme des constantes ayant des valeurs 
déterminées. Pjut tout éiéïïneni 2*« x*. p^ « vérifiant la relation F^ = 0, 
il passe une de ces muItipliâtèsY ^ un*? seule, donnée par les éqoatîons 



Appelons canKiêristiques les multiplicités qui liennent d^éCre 
dédnies. I\>ur démontrer que tvrate surface intêj^rale est un lien de 
caractéristiques^ il sufHt évidemment de pronrer que loote surface 
inté^Tïle qui passe par un élément contient la multip&ttê caractê- 
riï^^qoe iss;ie de cet élément. INxir ceta« reprencns le prtKêdé de 
Li^nraja^ fieur déduire de nntéjprafie oomplète 2 = # une Boavirile 
intégrale. Scient 

k «^i ^^ II| '-l/-»:- *••■> A-^''* 

isv : 

jes n^ijLtJoas qui liie^iS j^. «£,« ..«« «i«* q^e &:<£$ supç>asen»s nssotees 
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par rapport à a^ ..., a|. La relation 

^a^ da^ " da^ 

qui doit être satisfaite, peut s'écrire 

dttj — 6, da^ — ... — 6^ da^ := 0. 

Remplaçons a^ ..., ai par leurs valeurs tirées des formules (18) et 
égalons à zéro les coeflGcients des différentielles dai+iy ..., da^; il 
vient 

-r 0, ... — D|-T 0/ + i=U, 

(19) { ^^.■"^•d^,''-""^'^^,"^^'*'-^' 

L'intégrale cherchée s'obtient en éliminant a^ a,, ..., a, entre 
l'équation z — ^ = et les équations (18) et (19) où 

fc* T- + T- = 0, (h = 2, 3, ..., n). 

Les valeurs correspondantes de p^^ p„ ..., p, seront fournies par les 
relations 

On peut dire encore que Ton obtiendra toutes les relations qui lient 
les éléments de cette intégrale en éliminant a,, a,, ..., a,, entre les 
équations (18) et (19) et les équations 

H9r ' « = *, Pi = ^- 

Or cette élimination peut se faire comme il suit : des (n + 1) équa- 
tions (19)** on tire d'abord la relation F = 0, puis a< = 9^ (2, ac,, p^), 
et par suite \ = ^i^ (z, x^, pt). De sorte que l'intégrale considérée 
sera représentée par les équations (18) et (19), où on suppose a^etb^ 
remplacées par les fonctions 9; et t];;^, jointes à la relation F = 0. Les 
équations (18) et (19) ne dépendent que des (2n — 1) fonctions 91, 
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••M ?•» \j •••> l*»; par coDséquenty si elles sont vérifiées par les coor- 
données d'un élément z^y xfy pty elles seront encore vérifiées par 
tous les éléments tels que les fonctions ç,- et 6^ conservent la même 
valeur, c'est-à-dire par tous les éléments de la multiplicité 

F=o. ,.=,.. «.=«. ('z',;!:;;)- 

En rèsuméy sauf les int^rales singulières de Lagrange auxquelles 
le raisonnement ne s'applique plus, toutes les intégrales s'obtiennent 
en associant sui\-ant une certaine loi les multiplicités caractéristiques, 
loi qui est exprimée par les relations (18) et (19). 

Pour montrer l'identité des deux définitions des caractéristiques, 
nous allons établir les équations difierentielles des multiplicités pré- 
cédentes. Puisque ^ r= <|» est une int^rale complète de Téquation 
F = 0, on aura, quels que soient x^, a^. 



f{*.x„^-|3 = .; 



en difTérentiani par rapport à x,-, et par rapport à a,-, il nent 

Écrivons les équations de la multiplicité sous la forme équivalente à 
la forme (17) 

^ d^ d^ â^ 

(t = 1, 2, ..., n), 
(/i=2,3, ...,n), 

a,- et h^ étant des constantes arbitraires. Nous distinguerons deux 
cas: 
1^ Le déterminant fonctionnel 



d(|* p) 



D (a„ ..., «,) 
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Dans ce cas, on pourra mettre les équations de la multiplicité sous 
la forme équivalente 

(21) p=*' ^^=5^/ d^r'''' 

( (i = l,2, ..., n), 

en introduisant une variable auxiliaire t, Cp c„ ..., c^ désignant de 

nouvelles constantes. Les dernières équations donneront x^, x,, ..., x^ 

en fonction de t, et les premières donneront ensuite z, 27|, ..., p^. On 

aura alors 

dpi ^* d*^ dx^ 

dt j^iàXiàxt dt 
"* d*^ dxt 1 à^ 



j^j da^ dxj^ dt t da^ 

Remplaçons dans cette dernière expression -r— par sa valeur tirée 
des équations (20), il vient 

2^^r^»LdF-^tzJ = °' (» = 1, 2, ..., n). 

dx P 
Le déterminant des coefficients des expressions -j-^ H — ^ est le 

dt tià 

déterminant I, qui est différent de 0, il faut donc que Ton ait 



c'est-à-dire 



On aura ensuite 



dt ^{Z "' 
dxj, dt 

'K-~'tï 

dp,^ yi* à*^ Pt 
dt ^^ dxi dxt tJi 



et, en tenant compte des relations (20), 

d'où 

— dpi dt 
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Enfin y on aura 

dz dx. dx. 

nous retrouvons bien les équations (12). 

2^ Supposons 1 = 0. Nous savons que, dans ce cas, tous les déter- 
minants mineurs du premier ordre ne peuvent être nuls. Supposons, 
par exemple, 



\âx^ dx^^x) 



0. 



La condition 1 = exprime qu'il y a une relation «itre les quantités 
•- — 9 •••> -r — y car on peut aussi l'écrire 



D (^-* p.) 



D (X|, ..., XJ 

Soit 



*(^> ••>^J=o 



cette relation. Si on y remplace les quantités -r— ) {h =2, 3, ..., n), 
par leurs valeurs — h^ -r— 9 on en conclut que 3 — et, par suite, toutes 

les quantités 3 — sont constantes le long d'one muitipUcilé. Les 

équations de la caractéristique peuvent donc s'écrire 

d^ d^ 
^ = *' ^' = d^: d^ = ''^ 

C|, e^y ..., c. étant des constantes liées par la relation ^ (C|, e,, ..., ej) 
= 0. Les n — i équations. 

d^ _ d^ _ 

da^ * da^^i 

permettent d*exprimer x^ ..., x..i en fonction de x^ et on aura 
ensuite Zy p^y ..., j>«> au moyen des premières relations. 
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Des équations précédentes on tire 



^^' =2 à^^Td^, ^"^^ 



dXf. = 0, 



y — 



C^Xfc 



Nous savons, d'ailleurs, que, dans ce cas, F ne dépend pas de Zf 
c'est-à-dire que Ton a Z = 0. Les relations (20) prennent donc la 
forme plus simple 



'-" d'^ 



(SO*) { »_. . (t = 1,2, ...,«). 

y p _^!*_-o 



km^l 



dxj^ dai 



Les dernières équations (22) sont des équations homogènes et 
linéaires en dxj, dont le déterminant I est nul, mais dont un mineur 
du premier ordre est difîérent de 0; par suite, ces équations admet- 
tent un système de solutions où les inconnues ne sont déterminées 
qu'à un facteur de proportionnalité près. Les dernières équations (20') 
montrent que les quantités P^ forment aussi un système de solutions; 
on doit donc avoir 

dx, dx, dx^ _^ - 

-p- — -tg- — ... — -p- — aty 

en désignant par dt la valeur commune de ces rapports. On a alors 
immédiatement 

en tenant compte des premières relations (20'). Quant à di, on a 
toigours la relation 

dz =Pi dX| + ... 4- p« dx,. 

n suit de là que les multiplicités définies en dernier lieu satis- 
font aux mêmes équations différentielles que les caractéristiques. 
D'ailleurs, on peut disposer des 2n — 1 constantes a.., b^, de façon 
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que Tune de ces multiplicités passe par un élément quelconque 2*, 
^^y pîy pourvu que Ton ait F (3*, xfypl) = 0. Ce sont donc bien 
les caractéristiques. 

Considérons, maintenant, une intégrale complète définie par 
Téquation 

V [Zy X|, ••., X^y Œ|, G^j ...1 flij :=: 0, 

et soit 

j = 4> (x,, ..., X., a^ ..., ajj 

la valeur de 2 obtenue en résolvant cette équation. Les caractéris- 
tiques auront pour équations, nous l'avons vu, 

z = ^, p.= — -, b^ 4. =0. 

€fXg oa^ oa^ 

D'autre part, on a 

\ âz àXi dXi ' 

, àz dOi dOi 

En portant ces valeurs de -r— " — dans les équations précédentes^ 
on en conclut que« ;»' 

^ V.** ''^i* •"•? "''*> ^i* "••? ^O ^^ ^ 
e^l mne înlc^iie c^mpiète^ ies équations 

Oz àXi àa^ oa^ 

{i = 1^ i ...» itV ^ A = 2* 3, -., n)y, 

53« Nssjcs avoG;? tu > ^ ôO' .qxie si on coanaît les caractêffi§tî«{Uiesv 
v'ci |!eut ea ièdttire ria^é^nralie ^ràènîe ie rêii|«abkHt t 11 ; ce qu 
prvcè^ QkHi;? m-.^a'jv que. r^cipnfÊpÊ^ri%ent^ sî ca coo&iit uie 

iaté»^nle vvcirl^èce* ca a iuiui^-diatecieat I**? •:ar*;têrist»:çiBeî5. Llntê- 
p::it:ott d'-iaie êi^udL^^a aix tûêrÎTie^s partielle* da preoîier orirtî :« 
U Jbkf^cuuaaCxc ies vursccènsb^uesoe c^cce è«4usith.Hi sont «kac 4£«x 
pc^îetue* jJb^^-iL.*tKiea: èifrxivalea^s. 
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ordre, on peut se proposer de déterminer une intégrale satisfaisant à 
des conditions initiales données. En passant par l'intermédiaire des 
caractéristiques, le problème ne présente aucune difficulté. Propo- 
sons-nous, par exemple, connaissant une intégrale complète 

z = ^ (X|, ..., aî„, «1, ..., a^), 

de trouver une intégrale se réduisant, pour x^ = xj, à une fonction 
donnée ^(x,, ..., x^). La caractéristique passant par un élément 
(2*, Xi y pi) sera représentée par les équations 









les constantes a^, ^ étant déterminées par les relations 

Pour avoir l'intégrale demandée, il faudra trouver le lieu des 
caractéristiques, lorsque l'élément initial satisfait aux relations 

L'élimination depî, ..., p^J, 6„ ..., h^ entre les équations précédentes 
conduit aux relations 

^-c^ f-* ^o_^Ç^ àU^à% /i=l,2,...,n\ 

entre lesquelles il suffira d'éliminer «j, ..., a», xj, ..., xj et X. On 
en déduit la règle pratique suivante (*) : 

Coniiaissant une intégrale complète d'une équation du premier 

ordre 

z ^ <ï> (Xj, ..., x„, «1, ..., a^), 

pour obtenir une intégrale de la même équation se réduisant, 
pour X| = xJ, à une fonction donnée f (x„ ..., xJ des autres 



(M Maycr, Malhematitche Annalen, l. Uf, p. 452. 

G. Leçonê. 9 
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variables, on éliminera a^y ..., a., x}, ..., x2, X entre le${2n -h \) 
équations 



• 9 



âai '^ da' âxt dxf U=2,3,...,>i/ 



Remarque. — Il n'est pas nécessaire, pour intégrer l'équation (il ), 
d'avoir l'intégrale générale du système (12); il sufBt de connaître 
les intégrales de ce système dont les valeurs initiales vérifient la 
rebtion F (z*, x?, pi) = 0. Si on a intégré complètement le sys- 
tème (12), on aura intégré par là même l'équation F = a^, où a^ 
désigne une constante quelconque. Réciproquement, soit 

2 = <P (X|, X,, ..., X., Oj, a,, ..., a., a^) 

une int^rale complète de l'équation 

F {Sy X.., pt,) = a.. 

Les caractéristiques seront représentées par les relations . 

oxi aa^ aui^ 

(i = 1, 2, ..., n), (/i = 2, 3, ..., n). 

Ces équations donnent un système d'intégrales du système (12) 
dépendant de 2n paramètres arbitraires, et on voit aisément qu*on 
peut disposer de ces 2 n constantes de façon que i, Xg, p^ prennent 
des valeurs quelconques données à l'avance; elles représentent donc 
Tintégrale générale du système (12). D'ailleurs, l'intégration du 
système (12) équivaut à celle de l'équation linéaire du premier ordre 

(23) (p.P. + ...+p.P.)^H-2 P.^-(X,+P,Z,^| = 0; 

donc Fintêgration de Féquation F = a« et celle de l'équation 
linéaire (23) sont deux problèmes équivalents. 
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CHAPITRE VI 



Définition des expressions (^, 9) et [4;, 9]. Première 

méthode de Jacobi. 



54. Nous avons vu (§ 53) qu'étant donnée Téquation 
(1) F (Xp x„ ..., x^, Pij p„ ..., Pn) = «0» 

qui ne contient pas z, l'intégration de cette équation se ramène à 
celle du système d'équations différentielles 

dXi — ^Pi ^ ^^ \ ' -' 

"P7 "" Xi "" P,P, -i- ... + PnP/ ■ ) \ ( 



Il suffira d'intégrer le système 



k 



J !" 



— ' = -^S (»• = 1, 2, ..., n), ^ ( 

qui ne contient pas z et on aura ensuite z par une quadrature. 
Il'întégration de ce dernier système est équivalente à l'intégration de 
l'équation du premier ordre 



l^^'ûr^'Û^"- 



D'une manière générale, nous poserons 

Les expressions (4/, 9), que nous rencontrerons souvent dans celte 
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théorie, sont connues sous le nom de parenthèses de Poisson. Avec 
cette notation, Téquation précédente peut s'écrire 

(2) (F, *) = 0, 

et, à une quadrature près, l'intégration des équations-^1) et (2) sont 
deux problèmes équivalents. 

Nous ferons connaître immédiatement quelques-unes des propriétés 
des expressions (^, ç). On a 

(c, 9) = 0, 

(?, ?) = 0, 

(?, *) = - (*, ?), 

c désignant une constante. Soit 

♦ = ^\ (*> P> ï> •••> >î> '^)y ? = F, (a, 3, Y, ..., t;, X), 

où 2, 3> Ï9 •••9 X désignent des fonctions quelconques des variables 
Xp x„ ..., x„ pp p„ ..., p,; on aura 

/. .^-/, .. P(F.,F,) . D(FpF,) D(Fp F,) 

le nombre des termes du second membre étant égal au nombre des 
combinaisons des lettres 2, 3> Y» •••> X deux à deux. La propriété la 
plus importante de ces parenthèses est la suivante : fy 9, ^ étant trois 
fonctions quelconques, on a identiquement (^) 

((/•. ?), 4') + ((?, 'A f) + ((*. f)> î) = 0. 

En effet, chaque terme du premier membre est le produit d'une 
dérivée du second ordre par deux dérivées du premier ordre ; il suffit 
donc de pix^uver que ce pi^mier membre ne contient aucune dérivée 
du second ordre. Nous allons montrer, par exemple, qu'il ne contient 
pas de dérivées ilu second ordre de f. Les termes contenant des 
dérivées du second ordre de f proviennent tous de 

^(A ^\ •;) + ((*, n> r), 



• t Doukin. VhUox^ypku'ûl TraasëctioMSt 1854. 
Ja«:i>bi. .\tM-« JfclAoJit, p. ii. 
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qui peut encore s'écrire 

(<!', (?. n) - (?, ('h f))- 

Posons alors 

puisque ces deux expressions sont linéaires par rapport aux dérivées 
de f; l'expression prâ^îédente s'écrit 

.Y(X(/'))-X(Y(n), 

expression qui, comme nous le savons (§ 24), ne contient pas de 
dérivées secondes de f. 

On déduit de cette identité l'importante proposition suivante, 
connue sous le nom de théorème de Poisson : 

Si CL et f^ sont deux intégrales de Véquation 

(2) (F, *) = 0, 

(a, P) est une intégrale de la même équation. 
L'identité 

((F, a), p) + ((a, P), f) + ((p, F), a) = 
devient, puisque (F, a) = 0, (F, P) = 0, 

- ((a, P), f) = 0, 

ce qui démontre la proposition. 

Il semblerait, d'après cela, qu'il suffirait de connaître deux inté- 
grales de l'équation (2), outre la fonction F, pour pouvoir achever 
l'intégration, puisque de deux intégrales on en déduit une troisième; 
en combinant cette nouvelle intégrale avec une des deux premières, 
on en aurait une quatrième, et ainsi de suite. Mais il peut arriver 
que (i, P) se réduise à une constante ou à une fonction des intégrales 
déjà obtenues. De sorte que, dans la pratique, le théorème, sans être 
en défaut, n'a pas toute l'importance qu'il paraît avoir d'après son 
énoncé. On reviendra dans un autre chapitre sur l'application de ce 
théorème. 
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Considérons, comme cas particulier, deux fonctions ç et d; linéaires 
par rapport aux variables p^., 



et posons 



à = fliPi -h a,p, + ... -4- a^p^, 






N 



L'expression ('!;, o) se réduit, quand on y remplace Pi par - — » à 

X (y (T)) - Y (X (f)). 

m 

Si on a (^^ ç) = 0, le système des deux équations X (/) = 0, Y (f) 
= est jacobien. Soit f une int^rale de l'équation X (/^ = 0, 
/"désignant une fonction des seules variables Xj, x,, ..., x.. On aura 

(+, /O = 0, 

par suite /* et 9 sont deux intégrales de l'équation 

(+, *) = 0, 
et (9, /) est aussi une intégrale de cette équation. D'ailleurs 

nous retrouvons une propriété connue des systèmes jacobiens (§ 30). 

55. Considérons maintenant une équation contenant z 
(3) F (z, Xi, pt) = a^. 

Nous avons vu que l'intégration de cette équation se ramène à 
l'int^ration de l'équation linéaire 

Posons, pour abréger l'écriture, 

A — ^ A. 
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Téquation précédente pourra s'écrire 



taan 



^^ià¥ dci) à(l>dF ) ^ 

1 1 5?. 33-, - 55;, aij = "• 

ou, avec une notation analogue a celle des parenthèses précédentes, 
(4) [F, c^] = 0, 

en posant d'une manière générale 



Les expressions [,] jouissent de propriétés analogues à celles des 
parenthèses (,); mais la propriété fondamentale ne s'étend pas aux 
crochets. Si U, V, W sont trois fonctions quelconques de z, x,, p^., 
la somme 

[[U, V], w] + [[V, W], u] + [[W, U], V] 

n'est pas nulle. On démontre d'abord, comme pour les parenthèses, 
que cette somme ne contient aucune dérivée du second ordre. Or, 
on a 

Les seuls termes qui ne contiendront pas de dérivées du second 
ordre dans [[U, V], W] proviendront de 



tmmn 



^ {d\dU dVdY 



.^^ ( âz âpi âz dpi 
et seront 

dz âpi âz âpi S âXi 



tmmn ■ 



Si on fait la somme des trois expressions analogues, on trouve qu'elle 
est égale à (*) 

c'est donc une fonction linéaire des crochets [W, V], [U, W], [V, U]. 



(M Maycr, Mathemaiische Ànnalen, t. IX. p. 370. 
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56. Première méthode de Jacobi. — En compuant les tn- 
Taux d*Hamilton sur la mécanique à la méthode de Pfaff, Jacobi a 
été conduit à une méthode d'intégration identique au fond à celle 
de Cauchy, qui était inconnue de Jacobi à cette époque (t). Nous 
exposerons cette méthode avec la modification de Mayeri'j. Suppo- 
sons avec Jacobi qu*on ait fait disparaître la fonction inconnue, soit 



KO) 37 - H ^U X., ..., X., —, . ., -J = 



à 



une équation aux dérirées partielles du premier ordre entre la fonc- 
lion inconnue V et les ' n 4- 1) variables indépendantes *, Xj, ..., x., 

d\ 

résolue par rapport à la dérivée -— - 

Posons -r — = Pi, nous pourrons alOTS écrire Téquation (5) sous 
b forme abrégée 

«o^ ^ + H(f,x„pO = 0. 

L'intégration de Téquation <o) se ramène à celle du système d'équa- 
tions diflerentielles ordinaires 

En effet, soit 

^ (', X| X,, Gj, a,, ..., a^ + Œ»^.j 

une intégrale complète de Téquation (o\ telle que Ton ait 



D {Ç. Ç.) 

1= ^ ^&0: 



D \a^y .,., «.> 



O-ititr ijf-.fc.Mn ffrti rixrr Ici'. rer>t:h^2% a.* c:r Jt^ff-tfaiw mtr» ms»fra Sfitrmet 
frtf'tfi,^.ir'i^ifrrt:,i./,r.rtixfn C'f..f. :. WH. j^ *T-!ii: ^rttmmtiu Wrrtr, L IV. 

:fiT tri. r"^; r- t'-i ttrr Xru rwi^^ici .' A 1 1 «■ m , :. I i 1. t^ iS . 
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l'int^nnle générale du système (6) sera donnée par les formules 

^'> ^. = ^" ^, = ^" (» = l,2,...,n), 

OÙ &I désignent des constantes arbitraires. En effet, les 2n fonctions 
x^y ..., x^y p^y ..., jo, do t, défînies par les relations (7), vérifient 
les équations (6); c'est un cas particulier de la proposition plus 
générale démontrée au chapitre précédent (§ 52). D'un autre côté, 
00 peut disposer des 2n constantes a,-, hi de façon que, pour t^it^y 
Xiy pt prennent des valeurs données à l'avance xfy pi. Réciproque- 
nient, je dis que si on a intéjçré le système (6), on aura une intégrale 
complète de l'équation (5) par une seule quadrature. En effet, soit 

(8) i "'^ = r î!' ""'' ""'' •••' "*"' ?*' î" •••' î"î' (i = 1, 2, ..., n), 

( Vi—'h (^ «l> «f> --J «n, t>4, \y ..., &0> 

l'intégrale générale du système (6), où a^, a,, ..., a^ désignent les 
valeurs initiales de Pj, p„ ...,p„ et 6,, 6„ ..., h^ celles de x^, x„ 
..., x^, quand on fait t = t^* Des n premières équations (8) on pourra 

tirer b., b-, ..., b-, car le déterminant ^ . *^ "*' ^ . se réduit à l'unité 

pour t = tg, et en portant ces valeurs dans les n dernières on 
aura les quantités Pi exprimées en fonction de t, x^ et a^. Donc, 
toute fonction des variables t, x^, p,., a,., b,-, pourra s'exprimer soit 
en fonction des variables f, a,, 6^, soit au moyen des variables 
t, x<, a< (*). Imaginons qu'on prenne d'abord pour variables indé- 
pendantes iy a^ et &{. Posons 

et considérons la fonction 






(1) Jacobi prenait pour variables indépendantes /, x„ ..., Xn^, ^st ^t« — • ^n* C'est M. Mayer 
qui a fait remarquer, dans le travail cité plus haut, que ces 2r 4- 1 quantités n'étaient pas 
nécessairement indépendantes. On pourra consulter sur ce sujet plusieurs articles de 
M. Darboux {Comptes rendus, t. LXXIX, p. 1488; t. LXXX, p. 160; Bulletin des Science* 
mathématiques et astronomiques, ir< série, t- VllI. p. 219), où, suivant les indichtions de 
M. Bertrand, il montre que la modification de Maycr n'est pas indispensable. 
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Si on exprime celle fonction V au moyen des \*ariables f, x,-, a,-, 
on aura une intégrale complète de l'équation (5). Nous dési- 
gnerons par la lettre d une différentielle relative à un accroissement 
dt de la seule variable t, par i une diflêrentielle relative à des accrois- 
sements la^y Ihi des seules variables a.-, 6,- et par A la différentielle 
totale, de telle sorte que Ton a 

A=d + Î, AV = dV + îV, Ax. = dx. -h îx,. 

Calculons AV : 

dV = Udt, 



D'ailleurs 









.-. àp, • je. " àp, 

-2 IS^'* -2 §?/-''*- 



►Jft» 



Remplaçons - — et -r — par leurs valeurs tirées des équations (6); il 
vient 

et en remarquaDt que 
On a donc 



] F» îjc» y 



X 



et, par suite. 



*• «—I t*t 



*" du- •— *- 



ou« en reluisant et remplaçant — dt par dx^, 

di>^ 



è«Km 



AV = V (p^ Ax^ -h 6i Aa^ï — H Af, 



k«l 
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car 

Celte relation entre les différentielles totales subsiste quelles que 
soient les variables indépendantes; on doit donc avoir, en supposant 
V exprimée au moyen de Zy x^, a„ 

dY àY ^ d\ ^ ^ 

57, = ^*' d^=^'^ Tt'^^ = ^' 

Cette fonction V vérifie donc l'équation (5); d'ailleurs, pour t = t^y 
elle doit se réduire à a^x^ 4- ... -H a^x^y et le déterminant I se 
réduit à l'unité. Par conséquent, V + a„+i est une intégrale com- 
plète. 

L'intégration de l'équation (5) se ramène donc à celle du système 

canonique 

dXi_âE àpi^_àU 

dt âpi ât âXi 

Toute intégrale <& de ce système doit vérifier l'équation linéaire 

(9) ^ + (H, *) = 0. 

On aura des int^rales indépendantes de t de cette équation, dans le 
cas où H ne dépend pas de t, en cherchant les intégrales de l'équation 

• (H, *) = 0. 

C'est ce qui se présente dans les problèmes de mécanique lorsque la 
fonction des forces ne dépend pas du temps. 

Prenons le cas général; si a et ^ sont deux intégrales de V équa- 
tion (9), (a, P) est encore une intégrale. La proposition a déjà été 
établie lorsque a et ^ ne contiennent pas t. Si a et ^ contiennent t, 
introduisons une nouvelle variable auxiliaire T correspondant à t 
comme Pi correspond à ac^. Posons 

((F,<^)) = (F,<I>) + ^-^^^-^J:^, 

vv U \^y ^^ âT ât ât âT' 

et 

H, = H 4- T. 

Oinsidérons Téquation 

((H.,«I.))=0; 
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elle s'écrit 

(H,«l>) + _-_- = 0, 

et se réduit à l'équation (9) si ^ ne dépend pas de T. Donc, si a et g 
sont des intégrales de Téquation (9), on aura 

((H„ a)) = 0, ((H., ») = 0, 
et, par suite, 

((H., ((*, W))) = 0; 

or 

((a, W) = (a, », 

et on a la relation qu'il fallait démontrer 

((H., (»,?))) = (H. (.,?))-»-%^^ = 0. 

Supposons que les équations (6) soient les équations difiTérentielles 
d'un problème de mécanique, où t représente te temps; si 2 = Const., 
3 = Const. sont deux intégrales premières de ce système, l'expres- 
sion (2, ^) sera aussi une intégrale et, par conséquent, coiiser\'era 
une valeur constante pendant toute la durée du mouvement. C^est 
sous cette forme que Poisson (^) a obtenu son théorème. 

Remarque. — Nous venons de montrer que de toute intégrale 
complète de Téquation (5) on déduit l'intégrale générale du sys> 
tème (6), et réciproquement lorsqu'on connaît Tintégrale générale 
du système (6> on a, par une seule quadrature, une intégrale complète 
de Téquation (5). Mais Tintégrale complète que l'on obtient ainsi 
n'est pas une intégrale quelconque, c'est l'intégrale complète qui^ 
pour t = t,, se réduit à «j x, -h a, x, h- ... a, x,. Il est aisé de 
vérifier que lorsqu'on connaît déjà une intégrale complète quelconque 
i ((, Xj, X,, ..., X,, c^. L\y ..., c,> de l'équation (5), la quadrature 
précèi lente s'effectue immédiatement. En effet, Pintégrale ^nérale 
du système ^6^ sera donnée par les équations 



1 J?f t«i -ie t ff-'.V v-'iyCfi:àni{t^, 15* ouhîcr. 
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Soient a^ et h^ les valeurs initiales de Pi et x^; posons 

4*0 = 't (*o> ^i> *^f> •••> ^i.» ^i> ^f> •••) 0> 
on devra avoir 

dbj " de, " 
et alors l'intégrale cherchée sera donnée par la formule 

ou 

en prenant pour variables indépendantes t, c^, dj. On aura donc 



ft-ii 



On en conclut Q) qu'étant donnée une intégrale complète quel- 
conque ^ de l'équation (5), l'intégrale qui, pour t = t^, se réduit 
à a, X, + ... -4- a^ x», a pour expression 






les constantes &<, c^ se déduisant des équations 






(>) Mayer, Mathematische Anualen, t. VI, p. 167. 
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CHAPITRE VII 



Méthode de Jacobi et Mayer. 



57. Les méthodes précédentes, sauf celle de Lagrange et Charpit, 
ramènent l'intégration d'une équation aux dérivées partielles du 
premier ordre à l'intégration complète d'un système d'équations 
difTérentielles ordinaires. On doit à Jacobi une autre méthode dans 
laquelle on a à chercher successivement une seule intégrale de 
plusieurs systèmes complets. Jacobi était en possession des principes 
essentiels de cette nouvelle méthode dès 1^36 (*). Il Ta enseignée 
pendant longtemps à l' université de Kœnigsbei^, mais ce n'est 
qu'après sa mort qu'elle a été publiée par les soins de Cld>schy 
en 1862 (^). Dans cet intervalle, la plupart des théorèmes de Jacobi 
avaient été retrouvés par différents géomètres, Liouville C), Bour (^), 
Donkin (^), etc.. En particulier, Bour a montré que la méthode de 
Jacobi s'étendait sans difGculté aux systèmes d'équations simultanées. 
Néanmoins^ on a conservé à cette méthode le nom de métliode de 
Jacobi. Enfin « les tra\'aux plus récents de M. Mayer sur les systèmes 
d'équations linéaires ont permis de diminuer beaucoup le nombre 
d'intégrations exigé par l'emploi de cette méthode. 



{h Voir une IHtnpdo 29 noTembr« i^K. adresse^ à !i. le |vrores»or Enke. srrrftâîre de la 
classe des Sciezu^K malhèou tiques de TAcidi^aiie de Berlin. JnraMi ie CreUt^ U XV11, p. 61^ 
«: aetâmmrUe MVrir. t. IV, p, 41 : Jmrtc: ie LiMiriUr, t. HI. I'* série, ft 44. 

(f lacobi. y pré Urt lutins rçMMlù-it/t éMftremtitiUt fêrtiMitt primi tréiwis inter mwmermm 
rÊnakiium ^àrwuxvfme pn^umUêt inîtfrÊMii i/mhmI if. CrtiU, t. L3L p. 1-181). 

Voir aussi rtr/mutim thn Dfmâmît ; passim. 

1*1 Cours du Collège de Fraare de I8S3. 

^ Boir. Sar rtmiéfPtSim if* é^mtiifmt iifirtmheUn fgrfitUft im frrmifr et in sfcûui 
ertire Ji^i-ntêi if rÊcêif ptiptfekmi^f, 3^ cahier). 

>< Donkin. PkikmpkicaJ Trêwàêctitmt, ifC^L 
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58. Nous commencerons par généraliser la définition de l'intégrale 
complète de Lagrange. Ck)nsidérons une équation 

(1) V (2, ccp x„ ..., X., ap a„ ..., a,-^+,) = 0, (p > 1), 

défmissant une fonction zdes variables x^, ce,, ...,x. etde(n — p-f- 1) 
paramètres arbitraires a„ a,, ..., Un^p+u Si nous considérons, dans 
cette équation, les paramètres comme des, constantes, Télimination de 
ces paramètres entre Téquation (1) et les équations 

dz 
où on a posé Pi = -r— > donnera, en général, p relations distinctes 

seulement entre 2, X|, x„ ..., x^, p^y p„ ..., p, 

( -"^i (^» ^p •••> «^ii) Pi» •••> P«) ^^ "> 

(3) ;;•• 

\ *'p \^> «^i» •••) «^iiJ Pu •••> Pu) — '^J 

et nous désignerons encore, comme précédemment, la fonction z 
définie par Ja relation (1) sous le nom d'intégrale complète du 
système d*équations aux dérivées partielles simultanées (3). Nous 
allons voir que, dans ce cas encore, la connaissance d'une intégrale 
complète du système (3) pei*met de trouver toutes les autres intégrales. 
En effet, les équations (3) provenant de l'élimination de a^, a,, ..., 
o.-p+i entre les équations (1) et (2), la recherche d'une intégrale 
commune révient à la recherche d'un système de fonctions z, a^^ a„ 
..., a,_,4.i de Xp X,, ..., x^ vérifiant les équations (i) et (2). On 
peut évidemment remplacer le système (1) et (2) par le système des 
deux équations (1) et (4), 

dY d\ dY 

àa^ * da^ <^a»-,+i 

celte dernière équation étant obtenue en différentiant l'équation (i) 
et en tenant compte des équations (2). On peut satisfaire aux 
équations (1) et (4) de diverses manières : 
4® En prenant 

on retrouve Vintégrale complète. 
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2® En prenant pour r, a^ ..., a^-^^.! des fonctions satisfaisant 
aux équations 

v = o, 

^-0 ^^ -0 

aa^ oOn-p+i 

L'élimination de a^ ..., a«_p4.i entre ces équations fournit une 

intégrale qui ne contient rien d'arbitraire et que nous appellerans 

intégrale singulière, 

âY 
30 Si Tune des quantités --— est différente de 0, il existera au 

âtti 

moins une relation entre a,, a,, ..., a«_p4.i. Supposons qu'il y ait 

k relations distinctes entre a^, ..., Qn^p + ieik seulement 

fi (^i> •••> ^«— j»4-i) = 0> •••> fk (^i> •••> ^-p+i) = 0; 

on devra pouvoir trouver k facteurs X|, X,, ..., X*, tels que Ton ait 
identiquement 

à^ ^ àY ^ ^ ^^ ^ _,^ 

- — aa^ 4- ... -h -; aa„_D+i = X- afj + ... 4- ht ^ftj 

c'est-à-dire 

En éliminant a^ ..., a«_p4.,, \y ..., X^ entre ces relations, l'équa- 
tion (1) et les relations /"^ = 0, ..., ^^ = 0, on aura une intégrale du 
système (3) dépendant de A* fonctions arbitraires que nous nommerons 
Vintégrale générale. 

59. Réciproquement, étant donné un système d'équations aux 
dérivées partielles simultanées, tel que (3), il n'existe pas nécessai- 
rement des intégrales communes à ces équations. Nous allons voir 
dans quelles conditions il 'en est ainsi, et comment on pourra les 
obtenir. Nous supposerons, avec Jacobi, que les équations ne 
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conliennent pas la fonction inconnue; soil 

( **! \*'^u •••> *^«' Piy •••> Pn) ^^ ^y 

(5) 

( F|i(a;i, ..., X,, Pp ...,p^)=0 

un système d'équations aux dérivées partielles du premier ordre, 
distinctes et algébriquement compatibles. Le problème de l'intégra- 
tion peut être posé ainsi : Déterminer n — jx fonctions ^p ..., <^„_|A 
de Xp ..., x^, pp ..., jp^, telles que les valeurs de pp ..., p^ tirées du 
système d'équations 

î\ = 0, ..., F{x = 0, *i = 0, ..., 4)._Ht = 

rendent l'expression 

p^ dx^ -h p, dx, + ... + p^ dx^ 

différentielle exacte. Si ^, , ..., ^„_pt contiennent chacune une 
constante arbitraire, en effectuant la quadrature 



=jPid^i -+• ••• -^Pndx^, 



on introduira une nouvelle constante arbitraire et on aura une 
intégrale complète du système (5). 

Théorème. — Si les deux équations F = 0, H = ont une 
intégrale commune, cette intégrale vérifie Véquation 

(F, H) = 0, 

qui est aussi du premier ordre. 

En effet, supposons d'abord que pp p,, ..., p^ soient des fonctions 
quelconques de Xp x,, ..., x« satisfaisant aux équations 

F = 0, H = 0; 

on aura, en différentiant la première par rapport à x,-, 

ôF^ y" ç?F âpt 

G. Le font. 10 



Jm^ n n. il .p. 
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Multiplions cette équation par 3— et ajoutons toutes les équations 
analogues; il vient 

2â à Xi âpi -^, ij^j âpt à Pi d Xi 

Permutons H et F et remarquons que, dans la somme double, on peut 
permuter les indices i et ^ ; nous aurons de même 

2*"" ^F àH ^ ^ ^F âH dpi 
.«, à Pi à Xi ^^ ^j dpi, à Pi àxt "" 

Par suite, en retranchant membre à membre, il vient 

éiéA^PtàPi\àXi âxj 

Si />p p„ ..., p, sont les dérivées partielles d'une même fonction 
de X|, ..., x^, on a 

à Pi ^Pi ^Q 
d Xi dxi^ 

quels que soient i et A; et, par conséquent, 

(H,F) = 0. 

Nous voyons donc que toute intégrale du système (5) sera aussi une 
intégrale de toutes les équations telles que 

(F., Fp) = 0, 

» 

que l'on peut former en combinant deux à deux ces équations (5). 
On pourra donc adjoindre au système proposé celles de ces équations 
qui forment avec elles un système d'équations distinctes et, en 
continuant de la sorte, on arrivera nécessairement soit à un système 
d'équations distinctes en nombre supérieur à n qui, par suite, 
n'admet pas d'int^rales, soit à un système de m équations (m ^ n), 
tel que toutes les équations 

(F„ Fp) = 

soient identiquement vérifiées, ou soient des conséquences algébri- 
ques des précédentes. 



ClIAP. VIL — MÉTHODE DE JACOBI ET MAYER. 447 

On peut toujours s'arranger de façon à constater Timpossibilité du 
problème, ou à être ramené à un système tel que toutes les paren- 
thèses (Fa, Fp) soient identiquement nulles. En effet, supposons qu'on 
ait un système de jx équations; résolvons ces équations par rapport 
à jjL des quantités Pp p,, ..., Pny ce qui doit toujours être possible, 
car sans cela l'élimination de p^, •••^Pn conduirait à une relation 
entre les variables indépendantes x^y a?„ ..., x^ et le système proposé 
serait évidemment incompatible. Soit 

Pi — fi (l>H-4-l> •••) VnJ ^l» •••> aC|i) = 0> 

P|A— /iA(p|i+i, ..., p«, X^y ..., Xi) = 
le système ainsi obtenu; formons les parenthèses 

(P« — /a>Pp — /'p) = 0; 

les premiers membres de ces équations ne contiennent aucune des 
quantités jo^, p,, ..., p^\ elles ne peuvent donc pas être des consé- 
quences des précédentes et fournissent de nouvelles équations si les 
parenthèses ne sont pas identiquement nulles. En résolvant les 
nouvelles équations par rapport à certaines des quantités f>^^\y 
..., p^ et en continuant de la sorte, nous arriverons finalement, 
si le système proposé n'est pas incompatible, à un système de m 
équations du premier ordre 

F,=:0, ..., F« = 0, {m^n\ 

tel que toutes les parenthèses (Fa, Fp) soient identiquement nulles. 
Un tel système a été appelé par M. Lie système en involution. Nous 
dii-ons aussi souvent, pour abréger, que les fonctions F^, ..., F,^ 
sont en involution. 

La recherche des intégrales communes d'un système d'équations 
du premier ordre se ramène donc à la recherche des intégrales 
communes d'un système en involution. 

60. On trouve immédiatement ces intégrales communes si m = n, 
ainsi qu'il résulte de la proposition suivante : 

Théorème. — Soit 

F, = 0, ..., F„ = 0, 
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un système en involution tel que le déterminant 

^ ^ D (Fp ..., F,) 

ne soit pas identiquement nul. Si on résout les n équations 

par rapport à p^, p„ ..., p., 

P. = 1*1 (Jpp — > Jc,, flp ..., a,), (» = 1 j 2, ..., n), 

les valeurs de p^^ ..., p, ainsi obtenues rendent ^expression 

p^ dœ^ + ... -+- p. dx, 
différentielle exacte. 

m 

On aura, en effet, 

(F, - a„ Fjj - a^) = (F„ Fj^ = 0, 

et, d'après un calcul fait plus haut (tbrmule 6), les fonctions p,, 
...y p. ainsi définies doivent Térifier les relations 

2 '"'y' dT. ^ /àp^ _ d|pi\ _ Q 
,-i âA àPi dp, \dx, dxj 
(a,? = 1,2, ..., n). 

Prenons les n relations de cette espèce où Tindice consente la 
même valeur; elles peuvent s'ècrii-e 

..I ^P. i^i ^P* W. axj~"- 

Si on prend pour inconnues les quantités 



2"' ^ (àpt _ dpA 



le déterminant des coefficients est précisément le déterminant R. Ce 
déterminant n*étant pas nul quand on le suppose exprimé au moyen 
de X|, ..., X., pp ..., p., il en sera évidemment de même quand on 
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y remplacera p^, ..., p^ par les valeurs 

Pi = ^i v^v •••> '^»> ^!» •••> ^»)> 

car cette substitution revient à un simple changement de variables. 
On aura donc 



iTi ^Pt \àoOi dxj ' 



«4-1 



et de ces nouvelles équations on déduira, en raisonnant comme tout 

à l'heure, les relations 

àPi dp,: 

-~—^— ' — — ^^ • 

dx,. dXi 
Par suite l'expression 

p, dx, -H ... +p^dx^ 
est une différentielle exacte et la fonction 

z = (b (a?p ...,ac.,ap...,a„+,) = 1(^4^X4+ ... ^p^dx^-^a 

est une intégrale commune aux équations 

le problème est donc résolu pour un système en involution de 
n équations. 

Si dans la fonction <h précédente, on attribue à a^ ..., a^ des 
valeurs déterminées, on a une intégrale commune des équations 

Fi = a„ ..., F^ = a«, (m < n), 

qui contient encore n — m 4- 4 constantes arbitraires, a« + i, a,» 4.1, 
.-., «« + 1; c'est donc une intégrale complète de ce système. D'ailleurs, 
c'est une véritable intégrale complète, car le système d'équations 

est équivalent au système 

z = 4>, Fj = ap F, = a„ ..., F^=a^, F,»+i = a,»+i, ..., F, = a„ 

et il est clair que l'on ne peut éliminer a« + i, ..., a„ a,+i entre les 

équations 

2 = 4), F«4.i = a«+i, F^ = a^. 



I 
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Plus généralement, nous pourrons trouver une intégrale cc»niplëte 
de tout système de la forme 

^ 4'.(Fi>->F.) = 0> 

I 4'F^(F„...,F0 = 0, 

si F|, .«M F. forment un système en involution, car il suffira de poser 

r| = (ii, •••j r^ = a^y 
les constantes a^^ a^y ...^ a^ étant liées par les relations 

y ^1 («i» «1» •••> «.) = o» 

( Ç'îiCap a„ ..., a,) = 0, 

pour avoir une intégrale complète du système proposé par une quadra- 
ture. Cette remarque s'appliquera, en particulier, chaque fois que 
F, ne dépend que de x^ et /)„ F, de x, et p„ etc..., F, de x, et p. 
seulement. 

61. Revenons au cas général. Nous pouvons conclure de ce qui 
précède que la rechenrhe d'une intégrale complète du système en 
involution 

F| = flj» F, = a,, ..., F. = a., (m «< n), 

est ramenée à la détermination de n — m fonctions F.-m, ..., F., 
formant avec les premières un système en involution et telles que le 
«létenuinanl fonctionnel 

D ^Fp ...^ F,) 

ne soit pas identiquement nul. 

La fonction F,^.i« par exemple, doit vériâer les m équations 
linè«tire$ 

.F^, 1^. = 0. .... ,F., 4>» = 0; 

vvs m équations forment wi s^^a^mf complet. En effet, on a 
Tidentité 

,vFx. Fj ^ 4^^ ^ . F^, 4* . F; -r ^ 4^, F,u Ty = 0. 
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c'est-à-dire, puisque 

(F„ Fp) = 0, 

(F., (Fp, *)) - (Fp, (F„ *)) = 0. 

Posons 

(F., <!>) = X« (cî>), 

(Fp, CD) = Xp (<ï>), 
l'identité précédente devient 

Xa (Xp (4>)) - Xp (X, (<!>)) = 0, 

ce qui démontre bien la proposition. Supposons alors qu'on ait 
déterminé une intégrale F» + i de ce système complet, qui soit 
distincte de F,, ..., F^, considérée comme fonction de J9,, ..., p^; on 
cherchera ensuite une intégrale du système complet de m + 1 équa- 
tions 

(F„<î>) = 0, ..., (F,,4>) = 0, (F«+i,4>) = 0, 

qui soit distincte de Fj, ..., F^+i, en tant que fonction des p, et on 
continuera de la sorte. Enfin, quand on aura trouvé une intégrale du 
dernier système 

on aura une intégrale complète par une quadrature. En appliquant 
la méthode de Mayer, la recherche d'une intégrale du premier 
système complet exigera une opération d'ordre 2n — 2m, car nous 
avons un système complet de m équations à 2n variables indépen- 
dantes dont nous connaissons m intégrales Fp ..., F^. Nous aurons 
ensuite à faire successivement des opérations d'ordre 2n — 2m — 2, 
2n — 2m — 4, ..., 4, 2 et enfin une quadrature. En particulier, 
pour intégrer une seule équation, il faudra faire successivement des 
opérations d'ordre 2n — 2, 2n — 4, ..., 4, 2, tandis que la méthode 
de Cauchy exige que l'on fasse des opérations d'ordre 2n — 2, 
2n — 3, 2n — 4, ..., 3, 2, 4. Dans la méthode de Cauchy, chaque 
intégrale nouvelle permet d'abaisser d'une unité l'ordre du système 
d'équations différentielles; avec la méthode de Jacobi et Mayer, 
chaque intégrale nouvelle permet d'abaisser de deux unités l'ordre 
du système d'équations différentielles dont on a à chercher une 
intégrale. 
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REXARcrE. — Dans b pratique, il anÎTe qudqiiefob qu'on peut 
saiplifier le« caknis pnIcêdenL? par diflerents artiiîœs. Pu* exemple, 
éUat donoée uœ êquatioQ de la forme 

«A» r tXj, JTj, ...• x^, Pjy ..-, p,, 5j, ..., 9^ ^ U, 

où Sj, ..., s. désignent des fonctions de x^, x,. ..., x^ p^j ..., p., 
bmlé intéj^raJe dn système 

( H = F «Xj, ..., X,, p,, ..., p., «j. ..-, a^> =r 0, 

oà «1 a. sont des confiantes qnekon'pes, satislait évidemment 

â rêqoation «A*. Si œ syslêoie >Bi est en inToIntioo. il admettra une 
intégrale complète avec n — m coostintes aii^ttraires et cette inté- 
grale, dépendant en ootre de a^. ..., a., sera une intêj^rale complète 
de rê)uation propotsée. Pour que le système < Br soit en inTolution, il 
Êiut et il suffit que Ton ait 

Cest ee qui arrÎTcra, par exemple* si s^, ..., s^ H ae renlemient 
que des couples de TariaMes diflerents <Xj, p^V (Test â ce procédé 
que y. Imschenetsky i ^ i a donné le nom de séparation des rariabUs. 
PlrencAis^pu' exemple, Téquation 

F = 7^ + P,'. (^' + p) + 'Î'.PÎ - Pi'. = 0; 
posons 

H = ^ + ii.^ + a,p.+ aîx,-a,=0, 

et nous avons un système en involution. Nous pourrons opérer avec 
ce système comme avec la première équation. Poksons pour cela 

PÎ „ P^—n 
-— -1- a, — — a,, 

-Tj Xj , 

«iP» -i- «î'i — «I -^ «1 = ^^- 






CHAP. VII. — MÉTHODE DE JACOBI ET MAYER. 153 

on lire de là 

^'- 2 ' ^-x.' '•'= â, ' P^-jT^' 

Une quadrature facile donne une intégrale complète 

2 12a, * ' ' a, 2 

62. Les paragraphes précédents contiennent l'exposition de la 
méthode de Jacobi sous sa forme générale. Nous allons maintenant 
faire connaître la marche même des opérations suivie par Jacobi. 

Lemme. — Soient H,, H,, ..., H|x ji. fonctions distiiictes de x^yX^y 
..., a:,, pp p^, ..., p, et telles que le déterminant 

D (H p ..., H (x) 

soitdifférefit de 0; si on tire des équations 

iii = a^y ••*) l^fL -— - ^[A 
Pu P\y ..., P[t en fonction des autres vanahles, 

Pi = 'ii (Pf^ + b ""> PnJ ^V •••> ^«)» (* = ^y 2, ..., fx), 

<7t jjt o?i a identiquement 

(H,, H,) = 0, (t,fc = l,2,..., ix), 

on a aussi identiquement 

{Pi — *o Pk — *!•) = ^- 

On pourrait déduire ce résultat de ce qui précède; nous allons en 
donner une démonstration directe. Les fonctions ?};,, ..., ^{/(x, satis- 
faisant à Téquation H^ = a^, on en déduit, en différentiant par 
rapport à x,-, 
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..n ^ ài^ d fa — p^) 

OU, comme -r — = ^ » 



On trouve de même 



-ZjZ à^. ' (» = i. 2, ..., n). 



k^VL 



^Pi àfi ^Pt àpi 
(t = jâ + 4, îâ + 2, ..., n\ 

et il est évident que cette relation est encore exacte pour 

t =4, 2, ...,'^ 

Écrivons les rdations analogues pour H«|, fonnons Texpiesâon 

à Pi àxi àXi àpi^ 
et sommons par nj^port à i\ il vient 



éî « àpt àp^ 
Le déterminant fonctionnel 

D<T, Fy» 

D \ p^ p^) 

fêlant différait de iên>« on en coodut, comme pl«s haut, qm Tofli 
doit av\Hr 

Crii p^xsiè, consîdèfv>n< le srstècne en iniv^atàxi 

•T^ Jp, — -a, =i\ r, — 4, = i\ .... p. — i^ = 0. 



oc ^,. i, 4,, dèss^a«tt ies f>?oft»e:5 àe ^^: p^^ x^^ x^. 

.... r^. L^afirà^ k& naèdioie p»refaje. oq dbendbara d'aKori «ae înté- 
jrraje d'à srstècûe 
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qui s'écrit 

àx^ jj^, \âxt dpt dpt dxj ^^àxj, dpj, ' 
(8) 

\ àx^ ^^_^^\àxtàpt àpt dxJ ^,àxj,dpj, 

C'est un système jacobien où les coefficients ne contiennent pas 
PuPij '"yPm'y ïious auFons donc encore un système jacobien en lui 
adjoig^nant les équations 

^-0 ÉL-0 ÉL = o 

et le système (8) prend la forme 

(8') ÈL^ y \^A EL ^^A El) =0, 

(t = 1, 2, ..., m). 
Il ne contient que les 2n — m variables 

X|, ...j X„, Pm + l 



j, ..., .*/„, j^m + ly •••> /^n* 



Soit f^ (p« + i, ..., p„, aCp ..., x^) une intégrale de ce système; nous 
adjoindrons l'équation /"^ = a^ au système (7) et, en la résolvant par 
rapport à p^ + „ 

Pm-hi = Ww+i (Pm+i, ..., p», Xp ..., x», aj, 

nous aurons à considérer le système 

où t7p C7„ ..., cTm désignent ce que deviennent ^^y 6„ ..., ^^ quand 
on y remplace Pm-hi par cim + i. Ce système sera également en 
involution, d'après le lemme précédent, et on aura à chercher ensuite 
une intégrale du système jacobien de m + 1 équations à 2n — m — 4 
variables 

(p, — cjpf) = 0, ..., (Pm+i — cy«4.„ /) = 0, 
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et ainsi de suite. On airriTerai enûn à un système d^équatlons donnant 
les valeurs de toutes les dérivées 

p,— n, =0, ..., p. — n. = o, 

et tel que Ton ait 

(p. — iii,p* — n*) = o. 



c'est-à-dire 






et, par une quadrature, on aura une intégrale du système pn^M»é 
dépendant de ii — m -i- i constantes arbitraires, c'est-àidire une 
intégrale complète de ce système. 

En suivant la marche que nous venons d'indiquer, on* a immédia- 
tenimt des systèmes jacobiens réduits au plus petit nombre de 
variables possible. 

Exemple. — Conddérons le srstéme 

^1 = PiP. — 't JP» = 0. 

Formons (F,, F,) : 

*f 1^ ^t) = ~ P4J^4 + P.Jr. + Pj 't — Pi'i = ^• 

Cette nouvelle équation est distincte des deux précédentes. Le système 
de ces trois équations est équivalent au suivant : 

p. Pi 

_ p;x, -h x,r^x, ± ip\x^ — x,x,xj 
^ ^^- ^^. 

Considérons en particulier le système que Ton obtient en prenant le 
sipie i — » dans la dernière équation, il s'écrit 

Pt r— — ^S P« — = "^ Pi — — — "• 

P» '^f P4 

C'est un s\^lè:ne en involulîon, il e< aise de s'en assurer. Nous 
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avons alors à chercher uile intégrale du système linéaire jacobien 

/ àf^ ^ ^^s ^ = 
àf X, df p, âf 

àf ^ acjx, àf __^ 
^ àx^ p\ dx^ 

Appliquons la méthode de Jacobi à ce système (§ 34). La première et 
la dernière équation admettent l'intégrale évidente f = p^ et, en la 

substituant dans la seconde, le résultat est -^: cherchons donc une 

intégrale de la seconde de la forme /"= 6 (j9„ a?,); 6 devra satisfaire 
à l'équation 



c'est-à-dire 



âb (Je 
X, T— -H Pi :r^ = 0. 



Le système 



dx^ dp^ 

Xt "" Pk 

a pour intégrale — = a; par suite, on a 



X, 

p,= ax„ Pi = -^> P% = (^x,, P, = ^*> 



ce qui donne l'intégrale complète 

X| X. _ 

z = -i— î 4- a x,x. -+- 0. 
a ' 

63. Nous avons vu, dans ce qui précède, que l'intégration d'un 
système en involution 

F, = 0, ..., F, = 0, 

se ramenait à la détermination de fonctions F„ + i, F« + „ ..., F^ des 
variables x,, x,, ..., x^, p,, ...,p„, formant avec celles-ci un système 



s, 

* 
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en involution et telles que le déterminant 

^^ D(F„F,,.„,F.) 
^ (Pv Pi> —5 P») 

soit différent de zéro. M. Mayer (*) a montré que cette dernière restrio 
tion n'était pas nécessaire. Il s'appuie pour cela sur les remarques 
suivantes : 
1^ Considérons \k équations 

^i = ^i> •••> ^i* = ^i*> 
formant un système en involution, et telles que 

D (F^, ..., FtA) ^^Q 
^{PiJ "-yPv)^ 

On pourra les résoudre par rapport à p^j ..., p-^ et les mettre sous 
la forme 

Pi = 'Vp •••> P[* = V 

Soit H une fonction de x^, p^ telle que l'on ait 

(F,, H) = 0, (t = l,2,...,ix), 

et ^ ce que devient cette fonction quand on y remplace p^y ..., pyu 
respectivement par «J/^ ..., «l/jx, je dis qu'on aura 

(p.- — ^ij ^) = 0y (t = 1, 2, ..., \l). 
En effet, on a 

âXi dXi ^j dpt dxi 
ce qui s'écrit 

âXi âXi ij^^ dpt âXi 
et, de même, 

âH_d^ ^yàUâ{p^-^ 
àPi ~ dpi j^j àpt âpi 



(1) Maycr, Vehereine ErwfUerunq der Lie'tcken InlegrtUiolumfIkode {Mâikewtâiùcke AuuMiem, 
t. Vlll, p. 3131. 
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D'ailleurs, 



fj ^ 

• A— 1 



donc 

Puisque, par hypothèse, on a 

(F„ Fp) = 0, (P., H) = 0, 
on en conclut d'abord que l'on a (§ 62) 

{Pk — ^kj Ph — ^k) = Oy 
et, par suite, on aura aussi 

2 ^ <p*"- **' ^) = ^' (* = ^' 2, ..., ix), 

et enûn 

(Pa - *A, 4>) = 0,. (/i = l,2, ...,ix). 

2° Supposons qu'on ait trouvé des fonctions F,„ + i, ..., F^ telles 
que si on les joint aux fonctions Fp ..., F„, on ait un système en 
involution 

F, = «j, ..., F„ = a„, F«4.i = a,n+ij -..> F^ = a^, 

et supposons qu'on ne puisse résoudre ce système par rapport à 
Pi^ P%j -••9 Pu* Imsiginons, pour fixer les idées, qu'on puisse résoudre 
les {X équations 

Fi = ap ..., F|i = aifc, (f* = ^), 

par rapport kp^yp^y ..., py^ 

1*1 — 4'i=0, ..., ;}jjt — 4;pi = 0, 

et qu^en portant les valeurs de p^j ..., Pj* dans Fji + i, ..., F^, ces 
équations deviennent 
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les fonctions ^V + i? •••> ^n ne contenant aucune des quantités 
P\L + iy .-i Pn' Ces dernières équations pourront être résolues par 
rapport à X(x + i, ..., x„. On a, en effet, en vertu de ce qui précède, 

{Pi — ^i, 4>a) = ; 

les fonctions ^^ satisfont par conséquent à un système jacobien i*é8olu 

par rapport à -r — , ..., -j — ; elles sont donc distinctes, considérées 

comme fonctions de X|x + i, ..., oc^ (§ 27). On en conclut qu'étant 

donné un sxjsteme quelconque en involution de n équations 

distinctes, on peut toujours choisir un système de variables 

X(x + i, ...,35, tel qu'on puisse résoudre ce système d'équations par 

rapport à 

Pit •••> Pv-i »^H'+i> •••» *^H' 

Cela posé, imaginons que Ton fasse le chan||^ement de variables 
suivant. Prenons pour nouvelles varialjles indépendantes x^ ..., Xjx, 
que nous appellerons xj, ..., x[t, et jjji + j, ..., p^ que nous rempla- 
cerons par xft+i, ..., xi, et pour nouvelle fonction 

Z' = Z — Pjx+i X(A+i — ./. — p»x„ 

on aura 

dz' = dz P[A + 1 dXjx+i — ••• — Pn ^^m 

— dp^+i X{t+i — ... — dp^ x^y 
= Pi dx[ 4- J5, dx'^ -H ... -h pix dxft 

— X|x+i dxfi+i — ... — x^ dxi, 

on en conclut qu'il faudra poser 

pî, ..., pi désignant les dérivées de z' par rapport à xj, ..., xi. Le 
système proposé, par ce changement de variables, sera remplacé par 

le système 

F[ = a^^ ..., Fi = a^, 

qui sera en involution, car on aura identiquement 

(f,,f,) = (f;,f;), 

et, de plus, pourra être résolu par rapport à p|, p^, ..., pi. On saura 
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donc trouver une intégrale complète du système FJ = a^ ..., F» 
= a^y et la transformation inverse donnera une intégrale complète 
du système proposé. Il est à remarquer^ d'aillefurâ, qu'en appliquant * 
la méthode de Jacobi comme nous l'avons exposée (§ 62)} ce cas ne 
se présentera pas. 

Le même raisonnement prouve que, si on a un système en involu- 
tion de \k équations' distinctes ({jl ^< n), on peut toujours, par la 
transformation précédente, le ramener à un système en involution 
de [JL équations pouvant être résolues par rapport à [j. des quantités p. 

64. Considérons une seule équation aux dérivées partielles du 
premier ordre 

F| = a„ 

ne contenant pas la fonction inconnue z. Nous avons vu qu'à une 
quadrature près son intégration est équivalente à celle de l'équation 
linéaire 

(Fi. *) = 

à 2n variables. D'autre part, nous savons aussi, d'après ce qui 
précède, que si F,, F„ ..., F« sont des fonctions distinctes telles 
que l'on ait 

(F„ F,) = 0, (F„ F,) = 0, (t, & = 2, ...r n), 

on a une intégrale complète de F, = a^ et, par suite, l'intégrale 
générale de (Fj, 4>) = par une quadrature; nous pouvons donc 
énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — Si on connaît, outre V intégrale F^, (n — 1) inté- 
grales distinctes F„ F„ ..., F^ de V équation (Fj, 4>) = satisfaisant 
aux conditions 

(F,,F,) = 0, (t, A: = 2, ..^n), 

on aura Vintégrale générale de cette équation par une seule 
quadrature. 

Ce théorème porte souvent le nom de théorème de Liouville (t). 

(<) Jounal de Liouville, U* série, t. XX, p. 137. 
G. Leçonn. 11 
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65. La méthode de Jacobi et Mayer s'étend, sans modiOcation 
essentielle, aux systèmes d'équations où figure la. fonction inconnue c. 
Il suffit de remplacer les parenthèses par les expressions [U,V] défi- 
nies plus haut. Étant donné un système d'équations 

(9) H^ = 0, ..., H. = 0, 

entre z, ac,, ..., x», pp ..., p^, le problème de l'intégration pourra 
être posé ainsi : Trouver n — m + 4 autres fonctions H,« + i, ..., H„, 
H« + i, telles que les valeurs de z, p,, ...,p„ déduites des n -t- 1 
équations 

H, = 0, ..., H^ = 0, ..., H„4.i = 0, 

vérifient les relations 

dz ùpi àipi: 

Jxi""^" Jxifc"~Jx/ 

Si chacune des fonctions H„»4.i, .-., H^, H„^i contient une constante 
arbitraire, on aura une intégrale complète. 

Théorème. — Si une fonction z satisfait aux deux équations 

F = 0, H = 0, 

elle satisfait aussi à Véquation du premier ordre 

[F,H] = 0. 

Supposons d'abord que z, Pj , . . . , P» soient des fonctions quelconques 
de Xj, ..., X. vérifiant ces deux équations. On aura 



dF/dz \ '^^âFdpt ^ 



£F dF 
dXi dz 



ou, en posant 

dXi dXi dz 

dF dF/dz ' **" 



dXi dz 



\^r^)^%,^M-^- 



Multiplions par -r— et sommons par rapport à i, puis permutons H 
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et F ainsi que les indices ietk dans la somme double ; en retranchant 
les deux équations obtenues, on parvient à la relation 

r« tn '^/âFdn dEâF\/dz \ 

(10) { 

iTi iTi ^Pt ^Pi W^' <^**/ 

Si z désigne une intégrale commune aux équations H = 0, F =: 
etp,, ..., p, ses dérivées, on a 

et, par suite, 

[H, F] = 0. 

On pourra donc adjoindre au système (9) toutes les équations 

[H„HJ = 0, (i, fe = 1, 2, ..., m), 

qui ne sont pas des conséquences algébriques des premières, et 
recommencer les opérations sur ce nouveau système. Mais on peut 
toujours conduire les calculs de façon à arriver soit à un système 
incompatible, soit à un système en involution, c*est-à-dire à un 
système pour lequel tous les crochets sont identiquement nuls. 
Résolvons, en effet, les m équations (9) par rapport à z et (m — 4) 
des dérivées, ce qui doit être possible, car, sans cela, du système 
proposé on pourrait déduire une ou plusieurs équations ne contenant 
ni z ni ses dérivées. Soient 

4 

ces équations résolues; ^, (|/p ..., ^^^-i ne dépendent que de p^j ..., 
• j3^, Xp ..., x„. Le système 



("){ 



z — t|/ — Xj (pj — 4;,) — ... — x«_i (p,^_i — t!;«_i) = 0, 
P| — ^1 = 0, ..., /)«,_, — '^«-i = 



sera équivalent au système (9), et il est aisé de voir que tous les 
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crochets 

[pi — *.-, Pk — *J 

et 

ne contiennent aucune des quantités z, p^ •.•^Pm-i* Les équations 
que Ton obtient en égalant ces crochets à ne pourront donc être 
des conséquences des précédentes que si elles sont identiquement 
vérifiées. En continuant de la sorte, on arrivera donc soit à un 
système incompatible, soit à un système en involution. 

Théorème. — Soit 

"1 ^^ ^i> "1 ^^ ^f j •'•> "1,4.1 = a„4_i 

un système en involution de {n 4- 1) équations, tel que le déter- 
minant fonctio7inel 

D (Hp H,, ..., H,4,i) 

D(2, P„ '",Pn) 

ne soit pas nul; les valeurs de «, Pp ..., p^ tirées de ces équations 
satisfont aux relations 

En effet, les équations (10) deviennent ici, puisque [H,, Hp] = 0, 
jL \ dz âpi ôpi âz ) \dXi ^7 



I^Q koBlt 



2 y £H, dH^ /djpt _ dpA _ 
... iè àp, dp, \dx, dxj - "' 



et on en conclut, par un raisonnement tout pareil à celui qui a déjà 
été employé (§ 60), que Ton a 

ïïT "" ^' = ^> ÂZ jr = ^• 

oXi aXi ox^ 

La valeur de z tirée de ces équations est donc une intégrale du 
système qu'elles forment. En particulier, z s^ra une intégrale du 
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système 

Hj = a„ ..., H«=:a^, (nK n -f- 1) 

tiré du précédent. D'ailleurs, comme z contient les (n — m -h 1) 
constantes arbitraires am + u ..., a« + i, c'est une intégrale complète 
de ce système. 

Pour intégrer le système en involution 

Hj = 0, H, = 0, ..., H^ = 0, 

on est donc ramené à déterminer (n — m -h 1) fondions H«,4. i, ..., 
H„4.i qui forment avec ce système un système en involution. Pour 
cela, considérons le système d'équations linéaires 

[H„*] = 0, [H„<^] = 0, ..., [H.,*] = 0. 

On a, comme nous l'avons vu (§ 55), 

[[H„ HJ, ♦] + [[H„ n H,] + [[», HJ, Hj 

Posons 

[H., *] = X (*), 

[H„ «I»] = Y (*), 
l'identité précédente devient, puisque [H„ HJ = 0, 

y(X(<I»))-X(y(*)) = -^'Y(*) + ^X(*). 

Ceci nous prouve que les équations linéaires [H^, 4>] = forment 
un système complet. Pour trouver une intégrale de ce système de 
m équations à 2?i 4- 1 variables, dont on connaît m intégrales, on 
aura à effectuer une opération d'ordre 2n — 2m + 1. Soit H,„ + i 
une intégrale de ce système ; on cherchera ensuite une intégrale du 

système 

[H.,<I>] = 0, ..., [H«+„ (ï>] = 0, 

et ainsi de suite. On aura ainsi à faire successivement des opérations 
d'ordre 

2n — 2m4-l, 2n — 2m — 1, ..., 5,3,1. 
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Exemple. — Considérons le système 

F (p, g, 5 — px — qy) = 0, F^ (p, g, ^ — pac — qy) = 0; 

on reconnaît aussitôt que les trois équations 

p = a^, q = a^, z — px-^qy = a, 

forment un système en involution. On aura donc une intégrale 
complète du système proposé z = a^ x 4- a, y -h a„ pourvu que 
les constantes a^ a„ a, vérifient les deux relations 

F (a, , a„ a,) = 0, F^ {a,, a„ a,) = 0. 

Du reste, la théorie géométrique de ce système est très facile à faire; 
on a une intégrale de chacune des deux équations en prenant les 
plans tangents à deux surfaces Z^, 2, respectivement. Tout plan 
tangent commun à ces deux surfaces donnera donc une intégrale 
complète du système proposé. L'intégrale générale se confond ici avec 
l'intégrale complète et il y a une intégrale singulière, la développable 
circonscrite aux deux surfaces S^ et 2,. 

Remarque. — Comme dans le cas précédent, on pourrait montrer 
qu'il n'est pas nécessaire de pouvoir résoudre les équations 

par rapport à z, J^j, p,, ...,p„. Il suffit que ces n -h 1 fonctions 
soient distinctes. On remarque d'abord que si on a un système en 
involution de n -f- 1 équations distinctes, l'une au moins de ces 
équations contiendra z; autrement, on aurait un système complet de 
n équations à 2n variables admettant n -H 1 intégrâtes distinctes. 
Tirant z de l'une de ces équations et portant dans les autres, on sera 
conduit à un système en involution Fj = 0, ..., F^ = 0, ne conte- 
nant pas z ; le raisonnement s'achève comme au § 63. 

66. Supposons qu'on veuille intégrer une seule équation 

H| = dj. 
L'intégration de cette équation revient à celle de l'équation linéaire 

[H., <P] = 0. 
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Or, si nous pouvons déterminer n intégrales distinctes H„ ..., H« + 
de cette équation, telles que tous les crochets 

[H„HJ, (i,fe = l,2, ...,n + 4)» 

soient nuls, nous venons de voir que l'intégrale générale s'obtiendra 

par des opérations algébHques, Ceci fournit une généralisation du 

théorème de Liouville. 

♦ 

Théorème. — Si on cannait n intégrales distinctes H,, ..., H„4.i, 
différentes de H,, de l'équation linéaire 

[H„ *] = 0, 

satisfaisant aux relations 

[H„H,]=0, (t, /c=:2,3, ...,n + l), 

on aura Vintégrale générale de cette équation par des opérations 

ALGÉimiQUES. 

67. Si, en appliquant la méthode précédente à un système en 
involution de m équations, on est arrivé à un système en involution 
de n équations 

Hi = «!> •••> H^ = «II» 

D (Yi H "^ 

tel que le déterminant fonctionnel ., V *^ — ^ ne soit pas identi- 
té (Pt> •••»P«) 

quement nul, au lieu de chercher la dernière fonction H,+i, on peut 
résoudre ces n équations par rapport à pj, ..., 7\ et les valeurs ainsi 
obtenues rendent Téquation 

dz = p^ dx, 4- ... -*-/>« dx^ 

complètement intégrable. En effet, des équations H, = 0, Hp = 0, 
on déduit, par un calcul tout pareil aux précédents, la relation 

^ étiola Pi àp, \dx, dxj 
et ces relations nous donnent, puisque [Ha, Hp] = 0, 

dpt dpi 



dXi dXf. 



(t, fe = l, 2, ...,n). 
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On reconnaît sous cette forme la généralisation immédiate de la 
méthode de Lagrange et Charpit. 

Remarque. — Si on applique la méthode de Jacobi et Mayer, sous 
sa forme générale, à une équation F^ = 0, on obtient non seulement 
une intégrale complète de l'équation proposée, mais une intégrale 
complète de l'équation plus générale F| = a^ où a^ est une constante 
quelconque. Il semble donc que cette méthode est moins directe que 
celle de Cauchy; mais il est facile de lever la difficulté. En effet, dans 
toute équation du premier ordre, on peut introduire une constante 
arbitraire sans compliquer l'intégration. Si par exemple l'équation 
contient z, il n'y aura qu'à changer z en z h- a; si l'équation ne 
contient pas z, on changera z en z + ax,-, ce qui revient à remplacer 
Pi P^i* Pj + a. De même, si on a un système en involution tel que 

- — ^ — (Pi — ^i) ^i — — — (P«-i — ♦«-i) ^-1 = 0, 

où <j;, ^^y ..., ^m^\ sont des fonctions de p„, ...,j:>m, x^y ..., x^y en 
changeant z en z -h a 4- a^Xj -♦- ... 4- a««i x„_i, on sera conduit 
à un nouveau système en involution contenant n constantes arbi- 
traires 

z H- a — tfr — Xj (pj — 'Ij) — ... — x«_i (p«_i — '^^_i) = 0, 
l'i + ^i ~ 4*1 = 0> •••> Pm-i + a«_i — (}*«_, = 0. 

Cette remarque nous sera très utile dans la suite. 

Exercices. 

Appliquer la méthode de Jacobi aux équations suivantes : 
1*» p, -f- (3x, 4- 2x,) p, 4- (4x, 4- 5x,) p, 

4- [x, 4- X, {p^ - p,)] p, 4- ^ = ; 

(Imsghenetsky.) 

20 (aî,p,4-x,p,)x,4-l),(p4-p,)[pÎ4-(p,4-xO(p.4-x.)pJ = a,; 

(Imsghenetsky.) 
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(AMPÈRE.) 

5» {x^p^ + x^p.) X, + ap, (Pi —;>,) — 4 = ; 

6» p,xî=;)î + apj; 

7° x,pî 4- x.pî H- x,p\ =p^PtP,; 

^ PÎ -*- PÎ + PÎ = ^î + ^i^f -4- acj + XjX, 4- x,x, 4- xl; 

9o Pi 4- Ipî 4-p,XjX, 4-;),XjX, = 0; 

IQo Xj 4- }- xj 4- a;,p,p, 4- x^p^p^ = 0; 

llo PiP^p^ = p^x, 4- p,x, 4- p,x,; 

430 PiP.p, 4- XjX.x, (XjPj 4- x,p, 4- x,p,) = a:,x,p,p, 

4- x^x^p^p^ 4- XjXjPjP,; 

44° a4(x,p,-x,p,)«4- a,(x,pj-a:'ip,)»4-a,(x4p, — x,pj» = 4. 

(SCHLAFLI.) 
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CHAPITRE VIII 



Méthode de Lie. 



68. On doit à M. Lie (*) une nouvelle méthode d'intégration qui 
se rattache de la façon la plus naturelle aux méthodes précédentes, 
dont elle est en quelque sorte la synthèse. M. Lie a été conduit à 
cette méthode par la théorie générale des caractéristiques. Nous 
allons donner, dans ce chapitre, une démonstration, due à Mayer (^), 
du théorème fondamental de Lie. 

Considérons un système en involution ne contenant pas la fonction 
inconnue V 

dx 



(i) d 



\ 



- =1*1 l^f. ^»> —iX„ -T- — » •■'xr)* 

— _F, ^x„x.,...,x.,^^^,...,— J, 



Ce système étant en involution, on a identiquement, en remplaçant 

{Vi — Fo /)|,. — Y^ =^y (i, /c = 4, 2, ..., m). 
Pour intégrer ce système par la méthode de Jacobi et Mayer, il 



(1) LiCy Àilgemeine Théorie der partiellen Di/ffrentialgleichungen erster Ordnung {Matkema- 
tische Ànnalen, t. IX, p. 245-296). 

(') Mavcr, Directe Ahleitung der Lies'chen Fundamentaltheorems durch die Méthode ton 
Cauchy [Mathematisvhe Annalen, 1. VI, p. 102-IÎHî). 
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faudra commencer par chercher une intégrale, indépendante de 
Pu •••> Pm> ^^ système jacobien 

iPi -^vf) = 0, ..., (p« - F«, f) = 0, 
qui, développé, s'écrit 

(2) 

^^« ^i ^ ^^k àpt dpt dxt ) 

Imaginons qu'on applique à ce système la méthode de Mayer (§ 30); 
on posera 

^» 2/i9 •••9 y m désignant les nouvelles variables, et on sera ramené à 
chercher une intégrale du nouveau système jacobien 

(^) \ ày^ ^^ \dx^ dpt àpt âxj ' 

àf , .\:^ /^H^ àf dH^âf 



à y. 



;rfi\àxkàpk àptdxj ' 



où H,, H,, ..., H« désignent ce que deviennent Fj, F,, ..., F^ par le 
changement de variables précédent, et où on a posé 

^ = Hj 4- i/,H, -h ... -h t/«H«. 

Nous savons que pour avoir une intégrale du système (3), il suffit 
d'avoir une intégrale de la première équation de ce système. 

Faisons le même changement de variables dans les équations (1), 
elles prendront la forme 

ày ^ àV ^„ âV 
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et on voit immédiatement que le système jacobien (3) joue le même 
rôle, par rapport au système (4), que le système (2) par rapport au 
système (1). Il suit de là que, soit que l'on veuille intégrer le système 
en involution (4), soit que Ton veuille intégrer l'équation unique 

d\ ^ 
d7 = ^> 

la première opération à effectuer sera la même dans les deux cas : 
on aura à chercher une intégrale de Téquation linéaire 

• (r,-:?,/') = 0, 

qui est la premicre des équations (3). Mais l'analogie entre les deux 
problèmes ne s'arrête pas là. Nous allons montrer en effet que, si on 
a intégré Véquation an — m +1 variables 

on en déduira immédiatement une intégrale complète du sys- 
tème (4). 

D'une façon plus précise, nous allons montrer que l'int^rale de 
cette équation, qui, pour t = 0, se réduit à 

vérifie les autres équations (4). Imaginons qu'on applique la première 
méthode de Jacobi à Téquation 

'TT ^ Vy !/f> •••> y»? Jf^-l-lï •••} ^Mj Pm + ly •••> P«)> 

on intégrera le système d'équations différentielles 

_^ dxt 05 dpt àj ,, - . 

(o> — - = — -T—y -^ = -T — y tk =zm -h 1, ... n). 
^ dt âpt dt âxt ^ ^ 

Soit 
gx V jr^ = T* (^ !/i' "y !/-• ^'-^-i* •••> a«^ ^«-i-ij •-, ^.\ 

( P* = ^* <A Vty "-y y-* a« + l> — » a.» ^--H' —, K) 

rinté^rale ;:ênéra!e de ce système, où a, ^i a,, b.^i ..., b 
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désignent les valeurs initiales de p« + i, '--yPny ^m+iy ...•> ^«^ P<>ur 
( = 0; l'expression 

àV 
sera l'intégrale de Péquation — = g?, qui, pour ( = 0, se réduit 

à a« + i x,«+i -h ... H- a^ x^, si on l'exprime au moyen des variables 
indépendantes t, x,., a,. Pour plus de clarté, désignons par W ce que 
devient la fonction V quand on y remplace b» + i, ..., h^ par leurs 
valeurs tirées des formules (6). Nous allons montrer que cette 
fonction W satisfait aux équations (4). On a, puisque V se déduit 
de W en y remplaçant a?„ +1, ..., x^ par les valeurs (6) 

D'ailleurs, V étant une fonction de t, t/^ «* et 6^., 



âY 

ày 



Ui Jo (dy,;^\âx,ây, ^'dyAâpJ)) ' 



et, en tenant compte des équations (5), 
dy, 



Comme, pour t = 0, x^ se réduit à b^, on en conclut que 



£W 






et, puisque W est une intégrale de la première des équations (4), 

il reste 

àyi ""Jo {^2/. 
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D'un autre côté, puisque le système (4) est en involution, on a 






ce qui s'écrit 
en posant 

fi = ta,. 

En remplaçant x^ et pt par les expressions (6), qui sont les intégrales 
des équations (5), il %ient 

à^^àfi^ V' ( à fi dxt ^ âfi dpt ) _ df\^ 

et on a la relation qu'il fallait démontrer 

dyi Jo dt ^'^' ' 

Nous pouvons donc énoncer la proposition générale suivante : 

Théorème. — L'intégration d'un système en involution de 
m équations à n variables indépe^idantes se ramène à Vintégration 
d'une équation unique an — m + 1 variables indépendantes. 

Remarque. — Dans la démonstration du théorème précédent, nous 
ne nous sommes servis que des relations 

mais nous n'avons pas utilisé les autres équations 

qui expriment que le système (4) est en involution. Cette conclusion 
peut sembler paradoxale, mais il est facile de voir que les dernières 
relations sont des conséquences des premières. En effet, de l'identité 
fondamentale 

{Pi - .^> (Pi - l H,, p, - t H,)) 4- (p, - 1 H,, (p, - 1 H,, p, - S)) 
4- (p^ - t H„ {p, ^^^p, — t H,)) = 0, 
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on conclut que la parenthèse (p^ — tH., p/, — tH^.) est une intégrale 
de l'équation linéaire 

or, tous les termes de cette parenthèse contiennent t en facteur. 
Cette intégrale doit donc s'annuler pour t = et, d'après le théorème 
général de Cauchy, l'équation linéaire précédente n'admet pas d'autre 
intégrale que ^ = qui soit nulle pour f = 0. Il faut donc que la 
parenthèse soit identiquement nulle. 

69. Le théorème fondamental de Lie permet de compléter sur un 
point essentiel la méthode de Jacobi et Mayer. Supposons, en effet, 
que dans l'application de cette méthode on arrive à un système en 
involution tel que le système (1), pour lequel on sache intégrer 
complètement le système jacobien correspondant (2). L'intégration 
du système (1) est alors ramenée à une quadrature. En effet, si 
on connaît l'intégrale générale du système. (2), on aura aussi l'inté- 
grale générale du système (3) et, en particulier, de la première 
équation de ce système, ou, ce qui revient au même, des équations 
différentielles 

dt âpt dt âxt 

Or, nous, venons de voir que, si on connaît l'intégrale générale de 
ce système, on en déduit par une quadrature Une intégrale complète 
du système (4) et, par suite, du système (1). 

On voit donc que, dans l'application de la méthode de Jacobi et 
Mayer, on peut s'arrêter toutes les fois que Ton arrive à un système 
jacobien que l'on sait intégrer complètement. Cette méthode comprend 
à la fois la méthode de Cauchy et celle de Jacobi comme cas particulier. 
L'intégration étant commencée par la méthode de Jacobi, on peut 
s'arrêter quand on veut et ramener le système en involution obtenu 
à une équation unique au moyen du théorème fondamental de Lie. 

70. Voici maintenant la nouvelle méthode d'intégration que M. Lie 
a déduite de son théorème. Le système en involution proposé étant 
ramené à une équation unique à n variables indépendantes 

(7) Pi-f = 0, 
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on cherchera une intégrale de Téquation linéaire 

(Pi - r, ç) = 0. 

Soit 9, cette intégrale; le système en involution 

(8) p^-^f = Oy 9t = a,, 

peut, d'après ce qui précède, être ramené à une équation unique 
an — 1 variables 

(9) pV> - r' = 0. 

De toute intégrale complète de cette nouvelle équation, on peut, en 
effet, déduire par des opérations algébriques une intégrale complète 
du système (8) et, par suite, de Téquation (7). On cherchera ensuite 
une intégrale 9, de Téquation linéaire 

(j,<.) _ /•(.), ^) = 0, 

et on ramènera le système en involution 

p<') - f c» = 0, 9, = a„ 
à une équation uçique an — 2 variables 

pip _ fw = 0, 

et ainsi de suite. Après n — 1 opérations de ce genre, on sera 
ramené à une équation 

à une variable indépendante lïeulement. De l'intégrale générale de 
cette équation différentielle ordinaire, on déduira ensuite, en remon- 
tant de proche en proche, une intégrale complète de chacune des 
équations intermédiaires et, par suite, de l'équation (7). 

Chaque intégrale nouvelle diminuant le nombre des variables 
indépendantes d'une unité, l'ordre de l'équation linéaire correspon- 
dante sera diminué de deux unités. On voit facilement, d'après cela, 
que la méthode de Lie exige le môme nombre d'opérations que la 
méthode de Jacobi et Mayer. L'application de cette méthode donne 
encore lieu aux remarques suivantes : 

1» On voit immédiatement qu'à chaque instant de l'opérât ion. on 
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pourra abandonner la méthode de Lie et appliquer celle de Cauchy si 
elle est plus avantajj^euse. Car, si on a obtenu une intégrale complète 
de Téquation p^f^ — . f^^^ == 0, on en déduira encore, en remontant 
de proche en proche, une intégrale complète de chacune des équations 
précédentes. 

2® Si on a déterminé s intégrales distinctes ij/j, ..., <}», de Téquation 

(pT - r'\ ^) = 0, 

on pourra diminuer de s unités le nombre des variables indépendantes 
pourvu que ces intégrales vérifient les relations 

Wi,*it) = 0, (i, fe = l, 2, ..., s). 

En effet, le théorème fondamental de Lie peut être généralisé comme 
il suit : Étant donné un système en involution de m équations à 
n vanahles indépendantes 



"mJ 



*i ^i> •••) ^m ^n 

si on connaît s intégrales Fb, + i, ..., F„ + , du système complet 

foi^mant avec F„ ..., F^ un système de m -^ s fonctions distinctes 
et telles que Von ait 

(F«4.i, K^k) = 0, (i, /c = 1, 2, ..., s), 

l'intégration du système proposé se ramène à l'intégration d'une 
équation unique an — m — s-f-l variables indépendaiites (*). 

Pour avoir une intégrale complète du système jTroposé, il suffit 
en effet d'avoir une intégrale complète du système en involution 

Fj = a^, ..., F,„ = a^, Fm^.! = am+o •••> F«,+, = a«,+t; 

si ces équations peuvent être résolues par rapport à (m + s) des 
variables p,., la proposition est établie (§ 68); s'il n'en est pas ainsi, 
on a vu au chapitre précédent qu'on pouvait toujours les résoudre 
par rapport à [h des variables p et s — jjl des variables x 

(<) Majer, MaihemtUische Atmalen, t. VIll, p. 318. 

G. Leçons. 12 
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les nombres a^ et ^t étant diiïérents. Par une transformation déjà 
employée (§ 63), on ramènera ce cas au précédent. 

71. Nous indiquerons, en terminant, une autre méthode que 
l'on pourrait suivre pour établir le théorème fondamental de Lie, 
en le rattachant aux théorèmes généraux de Cauchy. Reprenons le 
système (1) 

et supposons que les seconds membres de ces équations soient 
holomorphes au voisinage du point xj, xj, ..., xSy Pm-t-i, •••> pi- 
Soit, d'autre part, <î> (a^m + i? x^^t, ..., x„) une fonction quelconque 
des variables x„4.i, x^^t, ..., x^ holomorphe, dans le voisinage du 
point x,î^i, xi+„ ..., xi et telle que Ton ait 



dxUi~'"'^" ■■■' dxi-'^"- 

Cherchons s'il existe une intégrale V des équations (1), holomorphe 
au voisinage du point xjjxj, ...,xî, etse réduisant à ^(a?„^i, ...,ir„) 
pour Xj = Xj, ce, = xj, ..., x„ = xi. S'il existe une telle intégrale, 
on connaît les valeui^s initiales de toutes les dérivées partielles 
de V où ne figure aucune des variables Xp x„ ..., x^. D'ailleurs, en 
différentiant les équations (1), on pourra exprimer toutes les autres 
dérivées partielles en fonction des précédentes. Mais, ici, il y aura 
plusieurs manières de calculer une même dérivée; ainsi, on pourra 

calculer de deux façons différentes ^^ :; — en partant des deux 

ax^ ax, 

dY dY 

^ équations - — = F, et -; — = F,. En écrivant que les deux expressions 
^ âx^ * ax, 

d^Y 
ainsi obtenues pour -r- ^ — sont égales, on trouve la condition 

Cr X à \f X^ 

(P, - F., V^ - F.) = O; 

qui est vérifiée puisque le système (1) est en involution. On voit alors 
aisément que, si le système est en involution, on n'obtiendra , par 
les dérivations, qu'une seule valeur bien déterminée pour chacune 
des dérivées. Si donc il existe une intégrale V satisfaisant aux 
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conditions énoncées, il en existe une seule et les coefficients de son 
développement seront bien déterminés par les équations (1) jointes 
aux conditions initiales. Admettons que le développement ainsi 
obtenu soit convergent; nous pouvons énoncer la proposition sui- 
vante : 

Théorème. — Étant donné un système en involution de m équa- 
tions 

Pi -— ^ D •••> Pm -— t^wj 

OÙ les fonctions Fj, ,.., F^ sont holomor plies dans le voisinage des 
valeurs xj, ..., xj, Pm-^u •••> pit *^ existe une intégrale de ce 
système, holomorphe dans le domaine du point x% ..., a*J, et se 
réduisant pour x^ = xj, ..., x„ = xi, à une fonction arbitraire 

4>(x^+„ ..., x^, 
holomorphe pour 

/y» ■ /y»v /yt I T>v 

•*'»•+ 1 — •*'m+l> •••» •*'ii — •*'« > 

pi + i, ..., pi. désignant les dérivées 



dxS,^i àx 







La convergence de ce développement se démontrerait sans doute 
aisément par les méthodes de M™** de Kowalewski. Le théorème sera 
d'ailleurs établi plus loin par d'autres considérations. 

Cela posé, faisons dans le système (1) le changement de variables 

Xj = X| -f- f, Xj = X| + *2/j» •••» *^rn — — «^m ~H ty„i 
on obtient un système équivalent 

— =:F, + y,F, + ... 4- y«F«, 

d'après ce qui précède, ce système admet une intégrale qui, pour t = 0, 
se réduit à ^ (x^ + i, ..., x«). Or la première équation de ce système 
admet une seule intégrale satisfaisant à cette condition. Par consé- 
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quent, toute intégrale de Téquation 

(10) ^ = ^* •*■ y* ^« -^ '" -^ y- ^«•' 

qui, pour t == 0, se réduit à une fonction des seules variables 
Xm + iy •••, ^nj vérifio aussi les autres équations du système (9). 
C'est la généralisation de la proposition établie pour les systèmes 
jacobiens (§ 30). 

Pour avoir Tintégrale considérée par Mayer, il suffit de prendre 
rintégrale de Téquation (10) qui, pour t == 0, se réduit à 

Om + l 2Ca, + i + ... + a,X,. 
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CHAPITRE IX 

Étude géométrique des équations à trois variables. 
Courbes intégrales. Solutions singulières (^). 



72. Reprenons une équation aux dérivées partielles du premier 
ordre entre une fonction z et deux variables indépendantes x et y 

F(a;, y, z,p, g) = 0. 

Une telle équation exprime une relation entre un point d'uae surface 
et le plan tangent en ce point, ou, ce qui revient au même, entre un 
point d'une surfjace et la normale en ce point. Soient x, t/, z les 
coordonnées d'un point M d'une surface intégrale; les équations de 
la normale en ce point sont 

et, par suite, on voit immédiatement que les normales à toutes les 
surfaces intégrales qui passent au point M engendrent un cône (N) 
ayant pour équation 

Les plans tangents aux surfaces intégrales qui passent en un point M 
enveloppent par conséquent un cône (T) qui est le cône supplémen- 



(^) Le contenu de ce chapitre est extrait presque complMcinent du Mémoire de M. Darboux 
snr les SolutUmi singulières, eic. On pourra consulter aussi un im|)ortant Mémoire do M. Lie, 
Ueber Complexe» innbesondere Linien und Kugel-Complexe^ mil Anweniung auf die Théorie 
partieller DifereHUalgleichungtn {Mùthematùtche Annalen, t. V, p. 144), et l'ouvrage célèbre 
de Mongc, Àpplicalion de l'Analyse à la Géométrie, 
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taire du cône (N). Donc, si Von considère les surfaces satisfaisant 
à une. équation aux déripées partielles du premier ordre, pour 
chaque surface passajit par un point de V espace, la normale doit 
se trouver sur wi cône (N) relatif à ce point, ou, ce qui revient au 
même, le plan tangent doit tou<:her un cône (T) supplémentaire 
du cône (N). En particulier, si le cône (N) se composait d'un système 
de plans, le cône (T) se réduirait à un système de droites et l'équation 
F = se décomposerait en plusieurs équations linéaires. 

De même, considérons toutes les surfaces intégrales tangentes à 
un plan donné P 

z=zax + ^y -h y; 

au point de contact, on devra avoir 

par suite, les coordonnées du point de contact vérifieront les deux 

équations 

F (Xy y, z, a, g) = 0, 

z = aac + Py + Y, 

qui définissent Une courbe (C) située dans le plan donné. Donc, si 
Von considère les surfaces intégrales tangentes à un plan P, les 
points de contact sojit situés sur une certaine courhe (C) de ce. 
plan, 

A chaque point de l'espace correspond ainsi un cône (T) ayant son 
sommet en ce point et, à chaque plan, une courbe (C) située dans ce 
plan. D'ailleurs, on peut établir entre les courbes et les cônes une 
liaison géométrique indépendante de toute intégrale. Il est clair, en 
effet, que la courbe (C) située dans un j)lan P est le lieu des points M 
de ce plan pour lesquels le cône (T) est tangent au plan P. De même, 
le cône (T) relatif à un point M est l'enveloppe des plans P pour 
lesquels la courbe (C) passe au point M. On pourra donc déduire les 
courbes (C) des cônes (T) et inversement. 

Les deux propriétés précédentes se transforment l'une dans l'autre 
quand on soumet les surfaces intégrales à une transformation par 
polaires réciproques. Prenons, par exemple, la première, d'après 
laquelle toutes les surfaces passant en M doivent toucher un cône (T) ; 
aux surfaces passant en M correspondent des surfaces tangentes à un 
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plan P, et au cône (T) une certaine courbe du plan P. On voit, par 
conséquent, que, si des surfaces satisfont à une même équation aux 
dérivées partielles du premier ordre, il en sera dé même de leurs 
transformées par polaires réciproques. Ceci explique le succès de la 
transformation de Legendre qui consiste à prendre pour nouvelles 
variables 

p, g, u=zpx + qy^z; 

on aura 

du = p dx -h q dy -\- X dp -h y dq — dzy 

c'est-à-dire 

du =z X dp -h y dq; 

par suite, si on prend p et q pour variables indépendantes, il vient 

au du 

Les formules de transformation sont, par conséquent, • 

du du du du 

et l'équation du premier ordre 

F (x, 2/, z, p, g) = 
se change en une nouvelle équation du premier ordre 

_ /du du , du du \ r^ 

On reconnaît immédiatement que p, qy u sont les coordonnées du 
pôle du plan tangent 

Z-z=:p(K^x)-hq(ï^y) 

par rapport au paraboloïde 

2Z = X» -I- Y», 

de sorte que la transformation précédente revient bien à une transfor- 
mation par polaires réciproques. 
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Remarque. — Si les courbes (G) sont des droites pour réquation 
primitive, les cônes (T) seront composés d'un système de droites dans 
réquation transformée qui, par suite, se décomposera en plusieurs 
équations linéaires. Ainsi, par exemple, considérons une équation de 
la forme 

Les courbes (G) sont données par les relations 



f 






ce sont donc des droites parallèles au plan des xz, La transformation 
de Legendre conduit à Téquation 



r(p„/^)=o. 



que Ton peut traiter comme une équation difiFérentielle ordinaire. 
De même, prenons Téquation 

^fi {P.qy^ — P^ — qy) + yft (P, q^z^px — qy) 

+ A (Pj g, 2 — px — qy) = 0. 

Les équations des courbes (G) sont 

z = ax + ^y -h -Xy 
^fi («> P, y) + yft («» P, ï) + A («, P ï) = 0; 

ce sont donc des droites. La transformation de Legendre nous conduit 
en effet à Téquation 

^ fi (P, 9' **) + ^ A (Py ^> ^) -*- /» (P> ^» ^) = 0, 

qui est Féquation linéaire la plus générale. 

Il est aisé dans bien des cas de se rendre compte de la position 
du cône (T) et de la courbe (G). Ainsi, dans le cas de l'équation de 
Glairault généralisée, nous avons vu que l'int^rale complète était 
formée par l'ensemble des plans tangents à une certaine surface non 
développable (Z); le cône (T), relatif à un point M, est évidemment 
le cône circonscrit à (2) et ayant le point M pour sommet; il n'y a pas 
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lieu de considérer la courbe (C), sauf dans le cas où le plan donné 
est tangent à (2), et alors elle est indéterminée. Prenons encore 
l'équation du premier ordre qui admet pour intégrale complète les 
sphères passant par un point et tangentes à un plan. On voit 
aisément que toutes celles de ces sphères qui passent en un point M 
enveloppent un cône (T) de révolution et que les courbes (C) sont des 
cercles. Pour le voir, il suffit d'effectuer une transformation par 
layons vecteurs réciproques en prenant le point pour pôle de la 
transformation. 

73. Soient 

(1) F (ac, 1/, z, p, ^) = 
une équation à trois variables et 

(2) V Or, t/, z, a, h) = 

une intégrale complète de cette équation. Nous savons que, Tinléj^rale 
singulière mise à part, toutes les inté^riales de l'équation (1) s'oblien- 
(iront en posant 6 = 9 (a) el en éliminant a entre les deux équations 

(3) V=0, _ + ç'(a)_ = 0, 

OU, en d'autres termes, en- associant les courbes du complexe 

suivant une loi convenable. 

Sur toute intégrale complète, il y a une inflnité de courbes caraclé- 
ristiques (4), cori*espondant aux différentes valeurs de c. Mais par 
tout point d'une telle surface passe une seule courbe caractéristique, 
comme on le voit immédiatement d'après les équations (4). Soit M 
im point d'une intégrale complète S; la caractéristique C située sur S 
et qui passe au point M n'est autre chose que la limite de l'intersection 
de la surface S avec une intégrale complète S' infiniment voisine, 
loi-sque S' se rapproche de S suivant une loi quelconque, mais de 
telle façon que cette intersection limite passe au point M. En 
particulier, si la surface S' se rapproche de S en passant constamment 



186 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

par le point M, la limite de Tintersection des deux plans tangents 
en M aux surfaces S et S' est évidemment la génératrice de contact 
du plan tangent en M à la surface S avec le cône (T) correspondant 
au point M. Donc, étant donnée une surface intégrale quelconque et 
une caractéristique G située sur cette surface, comme il existe toujours 
une intégrale complète tangente à cette surface tout le long de G, on 
peut énoncer la proposition suivante : Les courbes caractéHstiques 
sont des courbes tracées sur une surface intégrale et tangentes 
en chacun de leurs points à la génératrice G de contact du 
cône (T) correspondant avec le plan tangent à la surface en ce 
point. D'ailleurs, comme en chaque point d'une surface intégrale 
il passe une seule courbe possédant la propriété précédente, on 
en conclut que les courbes caractéristiques sont les seules courbes 
jouissant de cette propriété. La définition précédente des caracté- 
ristiques a l'avantage d'être indépendante de toute intégrale complète. 

Le lieu des caractéristiques passant en un point M peut être 
considéré comme l'enveloppe des intégrales complètes qui passent en 
ce point; ce lieu est donc une surface intégrale (§ 49). 

Soient M un point, P un plan passant en M et tangent au cône (T) 
correspondant, S l'intégrale complète tangente au plan Pau point M; 
toute surface intégrale tangente en M au plan P pourra être consi- 
dérée comme l'enveloppe d'une suite simplement infinie d'intégrales 
complètes parmi lesquelles se trouva:*a la surface S. La surface 
intégrale sera donc tangente à S tout le long de la caractéristique 
issue de M. On en conclut que si deux surfaces intégrales sont 
tangentes à un même plan en un même point M, elles sont 
tangentes tout le long de la caractéristique issue du point M, et 
tangente au plan tangent commun à ces deux surfaces. 

Geci nous conduit à associer aux courbes caractéristiques les déve- 
loppàbles caractéristiques, c'est-à-dire les développables circonscrites 
aux surfaces intégrales le long d*une caractéristique. La caractéristique 
étant représentée par les équations 

les valeurs de p eide q relatives au plan tangent à la développable 
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caractéristique seront fournies par les relations 

qui ne dépendent que de a et de 6. De même qu'une courbe caracté- 
ristique peut êLre considérée comme la limite de l'intersection de 
deux intégrales complètes infiniment voisines, une développable 
caractéristique peut être considérée comme la limite de la déve- 
loppable circonscrite à deux intégrales complètes infiniment voi- 
sines. 

Prenons, par exemple, deux intégrales voisines S, S' tangentes à 
un plan P en deux points m, m' de la courbe (G); la droite mm' 
est une génératrice de la surface développable circonscrite à S et S'. 
Si m' se rapproche indéfiniment du point m, la droite mm' a pour 
limite la tangente mt à la courbe (G) en m et la surface développable 
circonscrite à S et S' a pour limite la développable caractéristique 
passant par la caractéristique issue de m et tangente au plan P. On 
en conclut que les génératrices de contact des développables caracté- 
ristiques, tangentes à un plan P, avec ce plan, sont les tangentes à 
la courbe (G) relative à ce plan. Ge théorème est précisément la 
proposition corrélative de la proposition établie plus haut, d'après 
laquelle les tangentes aux courbes caractéristiques issues d'un point 
engendrent le cône (T) relatif à ce point. A toute propriété des courbes 
caractéristiques correspond, par la méthode des polaires réciproques, 
une propriété des développables caractéristiques. Ainsi, les courbes 
caractéristiques qui passent en un point engendrent une surface 
intégrale; on en conclut que les développables caractéristiques 
tangentes à un plan enveloppent une surface intégrale. Gette surface 
n'est autre chose que l'enveloppe des intégrales complètes tangentes 
au plan P, ou le lieu des caractéristiques tangentes à ce plan en tous 
les points de la courbe (G). 

Le théorème établi plus haut peut être généralisé comme il suit : 
Si deux surfaces intégrales ont un contact d'ordre m en un point, 
elles ont un contact du même ordre tout le long de la courbe 
caractéristique issue de ce point et tangente en ce point au plan 
tangent commun à ces deux surfaces. En effet, soit S une surface 
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intég^rale obtenue en éliminant a entre les deux équations 

OU 

b = fia). 

Considérons la caractéristique correspondant à la valeur a^ du para- 
mètre a, les valeurs depei q en un point x, y, z de cette caracténs- 
tique seront données par les formules 

âx " dz dy dz 

et, par suite, ne dépendent que de a et /" (a) ; en différentiant ces 
équations, on verra que les valeurs des dérivées secondes r, s, t ne 
dépendent que de a, /"(a), f (a), f (a); d'une manière générale, 
les dérivées jusqu'à Tordre m de z par rapport à x et à y ne dépen- 
dent que des m premières dérivées de f (a). 

Soit alors S' la surface intégrale obtenue en prenant b = ç (a); 
pour que les deux surfaces aient un contact d'ordœ m en un point de 
la caractéristique, il faudra avoir 

? («o) = f («o)> 



^«(a,) = f«(a.), , 



et, par suite, si les conditions sont vérifiées en un point de la 
caractéristique, elles seront vérifiées tout le long de la caractéristique; 
d'où résulte la proposition énoncée. 

74. Pour terpiiner ces considérations sur les caractéristiques, 
nous allons montrer comment on peut retrouver leurs équations 
différentielles en exprimant que ce sont des courbes situées sur une 
surface intégrale et tangentes en chacun de leurs points à la géné- 
ratrice de contact du plan tangent en ce point avec le cône (T) 
correspondant. L'équation du plan tangent au c>one (T) relatif à un 
point X, y y z est 

Z-r=p(X-x) + g(Y-î/), 
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OÙ p et q sont liés par la relation 

F {Xy y y Zy Py Q) = 0. 

La génératrice de contact de ce plan avec le cône (T) a donc pour 
équations 

Hp" ■" Q ""Pp + Qg" 

Pour que la caractéristique soit tangente à cette droite, il faudra 
d'abord que Ton ait 

dx du dz 

<^> T = i = PFTQ, = "'• 

en désignant par dMa valeur commune des rapports. Pour avoir dp 
et dqy rappelonsruous que la courbe est située sur une surface inté- 
grale. De Téquation 

F {Xy y y Zy p, q) = 0, 
on déduit 

X 4- Zp 4- Pr 4- Qs = 0, 

Y + Zg + Ps 4- Qt =0, 
en posant 

d^z d^z â^z 

dx^ ox ây ây* 

Remplaçons dans ces expressions P et Q par leurs valeurs tirées 

de (5) : il vient 

(X 4- Zp) dt 4- rdx 4- sdy = 0, 
(Y 4- Zq) dt -h sdx 4- tdy = 0, 

ce qui s'écrit 

(X 4- Zp)dt 4- dp = 0, 

(Y 4- Zq) dt-h dq = 0y 

» 

relations qui donnent dp et dq, 

75. Appliquons les considérations précédentes à la recherche des 
surfaces intégrales satisfaisant à des conditions géométriques déter- 
minées. 

Proposons-nous, par exemple, de trouver une intégrale passant 
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par une courbe C donnée, non située sur l'intégrale singulière et 
n'étant pas une courbe caractéristique. Soit S l'intégrale cherchée 
et m un point de la courbe C; en m il passe une intégrale complète 
tangente à S ; d'ailleurs, le plan tangent en m passe par la tangente m t 
à la courbe C en m et est tangent au cône (T) correspondant au 
point m. Donc, voici comment on obtiendra l'intégrale S : par nit on 
mène un plan tangent au cône (T) relatif au point m ; on fait ainsi 
correspondre à chaque point m un plan P, puis on cherche Tintégrale 
complète passant en m et tangente au plan P : rint^rrale S sera 
l'enveloppe de toutes ces intégrales complètes lorsque le point m 
décrit la courbe C. Si on peut mener plusieurs plans tangents au 
cône (T) par wif, on aura plusieurs nappes de surfaces intégrales 
passant par (C). Soit G la génératrice de contact du plan P avec le 
cône (T), la surface S est aussi le lieu de la caractéristique issue 
de m et tangente à G quand m décrit la courbe C. 

Traduisons analytiquenient celte construction. Soient x^, y,, z^ les 
coordonnées de m, Po>'9« '^ coeflicients angulaires du plan P. On 
devra avoir d*abord 

F {^.y !/•> ••> P.y 9o) = Oi 

puisque le plan P est tangent au cône (T) de sommet x^, y^, r^. Soit 
Il le paramètre variable dont dépendent les coordonnées d'un point 
do la courbe G; pour que le plan P passe par la tangente mf, il 
faudra que l'on ait aussi 

De sorte que la construction géométrique indiquée plus haut revient 
à pivndre le lieu des caractéristiques issues des éléments (x^, y^, z^^ 
Pêy 9o) ^^* vérifient les relations précédentes. On retrouve précisément 
la méthode de Cauchy ^§ 48). Kous avons vu que la valeur de z était 
développable poun-u que la quantité 

ne soit [vis nulle. Mais le raisonnement ne s'applique plus si cette 
expression est nulle pour un point de la courbe C; il est aisé de s'en 
reudrtii compte. Les cosinus directeurs de mt sont proportionnels 
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à -r-5> -7^) -7-2, ceux de la génératrice G à P^, Qo, PoPo -*- Qo^oi 
au ou au 

si donc l'expression précédente était nulle, mt coïnciderait avec G. 
Supposons qu'en un point particulier m de la courbe C, mt soit une 
génératrice du cône (T) ; en un point infiniment voisin m* pris sur G, 
on peut mener par la tangente m't' deux plans tangents à (T) 
infiniment voisins, qui coïncident quand m' vient en m. A chacun 
de ces plans tangents correspond une nappe de surface intégrale 
passant par G, et ces deux nappes viennent se raccorder au point m 
qui doit être, par conséquent, un point singulier de la surface 
intégrale. 

Un cas particulier intéressant est celui où la courbe G est tangente 
en chacun de ses points au cône (T) correspondant; on obtiendra 
une intégrale passant par cette courbe en prenant le lieu des 
caractéristiques tangentes à C. 

Si la courbe G étaitsituée sur l'intégrale singulière, il y aurait deux 
intégrales répondant à la question, tangentes l'une à l'autre; d'abord 
l'intégrale singulière, et ensuite l'enveloppe des intégrales complètes 
tangentes à l'intégrale singulière tout le long de la courbe G. Enfin, 
si la courbe G est une courbe caractéristique, il y aura, nous l'avons 
vu, une infinité d'intégrales répondant à la question. 

Proposons-nous, de même, de trouver une intégrale tangente à une 
surface donnée (Z) qui n'est pas elle-même une surface intégrale. On 
cherchera pour cela une courbe G située sur la surface donnée et 
telle que (2) soit tangente en chacun de ses points au cône (T) corres- 
pondant. L'intégrale demandée sera l'enveloppe des intégrales com- 
plètes tangentes à la surface Z le long de la courbe G. Si la surface (2) 
était elle-même une surface intégrale, il y aurait évidemment une 
infinité dé solutions. 

76. Courbes intégrales. — Les courbes caractéristiques d'une 
équation du premier ordre sont tangentes en chacun de leurs points 
à une génératrice du cône (T) relatif à ce point. Mais ce ne sont pas 
les courbes les plus générales jouissant de cette propriété ; en effet, si 

est l'équation du cône (T) de sommet (x, y, z), pour qu'une courbe 
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possède la propriété précédente, il faut et il suffit que les coordonnées 
ce, y, z vérifient Téquation unique 



(dz dy\ 



La solution générale de cette équation comporte une fonction arbi- 
trais, car si on pose 

Z=z^ (X), 

^ (x) étant une fonction arbitraire de x, on a pour déterminer y une 
équation différentielle du premier ordre 



? (a:, y, ^ (x), t|/ (x), ^j = 0. 



Nous appellerons courbes intégrales les courbes satisfaisant à cette 
condition. 

Monge {}) a montré que, si on sait intégrer une équation aux 
dérivées partielles du premier ordre, on a immédiatement les courbes 
intégrales. Considérons, en effet, les courbes dont les équations sont 

où on a posé 6 = o (a) ; ces courbes ont une enveloppe que l'on 
obtient en éliminant le paramètre a entre les trois équations 

et cette enveloppe est évidemment une courbe intégrale. D'un autre 
côté, on a vu au paragraphe précédent que les caractéristiques 
tangentes à une courbe intégrale engendrent une surface intégrale. 
Les formules (6) représentent donc toutes le» courbes intégrales. Ces 
formules dépendent bien d'une fonction arbitraire 9; mais il est à 
remarquer qu'en général, quelle que soit la fonction 9, elles ne 



\i) Mémoires 4e V Académie 4es Sciences, 1784. 
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donneront jamais les caractéristiques. La courbe intégrale (6) n*est 
autre chose que Tenveloppe des courbes caractéristiques situées sur 
la surface intégrale définie par les deux équations 

par analogie avec le cas des surfaces développables, on l'appelle 
encore Varête de rebrousse ment de la surface. M. Darboux a d'ailleurs 
montré que c'est bien effectivement une arête de rebroussement de la 
surface, c'est-à-dire une ligne suivant laquelle deux nappes de la 
surface se raccordent. Ce qui précède nous montre, en outre, que 
la condition nécessaire et suffisante pour qu'une infinité simple de 
caractéristiques engendre une sm^face intégrale est que ces caracté- 
ristiques aient une enveloppe. 

Exemple. — Considérons l'équation du premier ordre qui admet 
pour intégrale complète les plans 

(1 —• a') X -I- fc (1 H- a') z -h 2aj/ + b := 0, 

qui sont les plans parallèles aux plans tangents du cùne 

X* + t/' = k^z*; 

les caractéristiques sont les parallèles aux génératrices de ce cône 
et les courbes intégrales vérifient l'équation 

dx' H- dy^ = /t' dz*. 

Pour avoir ces courbes, je pose b = 4 f{a), et les fornmles (6) 
deviennent 

, (i — a*) X 4- fe (1 -4- a') r + 2ay 4- 4/" (a) = 0, 

— ax 4- kaz -f- «/ + 2/"' (a) = 0, 
( ^x -h kz-h 2r (a) = 0. 

On en tire 

, X = (1 - a') r (a) + 2 a /' («) -2f (a), 

y = 2a r («) - 2 r (a), 
( kz = — (i + o») f (a) -H 2a f (a) - ^f(a). 

G. Leçons. 13 
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Ces équations, comme il est aisé de s'en rendre compte, ne peuvent 
pas représenter les parallèles aux génératrices du cône. Si on prend 
/t = 1, ces formules donnent les coordonnées d'un point d'une 
courbe plane et l'arc de cette courbe exprimés au moyen d'un 
paramètre sans aucune quadrature. Si on prend fc* = — 1, on a les 
courbes dites courbes minima qui satisfont à la relation 

dx' 4- dy* 4- dz^ = 0, 

et qui jouent un rôle si important dans la théorie des surfaces 
minima. 

77. Dans le tome V des Mathematischc Annalen, M. Sophus 
Lie a signalé un certain nombre de propriétés des courbes intégrales. 
Une des plus curieuses est la suivante : Toute courbe intégrale a 
un contact du second ordre avec les surfaces vitégrales qui lui 
sont tangentes (^). 

Soient, en effet, 

(7) F (x, t/, r, pyq) = 

une équation du premier ordre et 

une surface intégrale S de cette équation. Soit M un point de cette 
surface, P le plan langent en M, G la génératrice de contact du 
plan P avec'le cône (T) relatif au point M, et I une courbe intégrale 
passant en M et tangente à la droite G. La courbe I satisfait au 
système d'équations différentielles 

/«\ dx dg dz 

^^^ "p-"Q-iV=rQ'^'" ^ 

où p et q désignent des fonctions de x et i/ définies par la rela- 



(1) D'une manière générale, si une courbe intégrale a un contact d'ordre n avec une 
caractéristique, elle a un contact d'ordre (n + 1) arec toute surface intégrale passant par 
cette caractéristique. Étant donnée une équation quelconque du premier ordre, il y aura, 
d'une manière normale, des courbes intégrales ayant en chacun de lour^ points un contai^t 
du second ordre avec la caractéristique tangente et |var suite un contact du troisième ordre 
avec les surfaces intj'-sralcsqui leur sont tan;;entes. (Darboux, hc. rit., p. 17.) 
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lion (7) jointe à une autre relation de forme arbitraire 

(9) * (x, y, r, p, q) z= 0, 

${\x\ dépend de la courbe intégrale considérée. Soient d*x, d't/, d}z 
les difTérentielles secondes de x, i/, z relatives à un déplacement sur 
la courbe I, on aura 

dz z=zp dx + q dy, 
d*z — p d^x — q d^y =z dp dx -h dq dy, 

et par suite, 

d'z — p d'x — q d*y =z\ P dp -\' Q dq \dt. 

Puisque p, q satisfont à la relation (7), on a 

Xdx -hY dy -hZdz + P dp + Qdq = 0, 
d'où 

d*r — p d'x — q d'j/ = — J X dx + Y dt/ -h Z dz j df. 

Soient, d'autre part, r, s, t les dérivées secondes de z pour un point 
de la surface S ; on aura 

^ X -i-;)Z 4- Pr + Qs=:0, 

( Y +gZ +Ps + Qe = 0, 
ou 

(X 4- pZ) dt -h r dx -{- sdy =0^ 

(Y 4- gZ) dt H- s dx + t dî/ = 0, 

en remplaçant P, Q par leurs valeurs tirées des équations (8). On en 
conclut, en multipliant les deux relations par dx et dy respective- 
ment et en les ajoutant, 

dt J X dx + Y di/ -h Z dr j -h y dx' -h 2s dx dy + t dy' = 0. 

On a donc les deux relations suivantes : 

dz — p dx — q dy =: Oy 
d^z — p d'x — q d*y — r dx' — 2s dx dy — t dy^ = 0. 

Ces deux équations expriment qu'il y a un contact du second ordre 
entre la courbe I et la surface S au point M; car, si on pose 

fjf = z — 5 (x, y), 
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Zy Xj y élant supposées remplacées par les coordonnées d'un point 
de la courbe 1, ces deux relations expriment que l'on a, pour le 
point M, 

(UJ =zz 0, d'J = 0. 

On tire de celte proposition des conséquences intéressantes. Consi- 
dérons un" complexe de courbes 

{ f (J^, î/, ", «, ^> c) = 0, 

( fii^^ !/» ^, «> ^ C)=:0. • 

Par chaque point de l'espace il passe une infinité de courbes de ce 
complexe, dont les tangentes forment un cône (T) ayant le sommet 
en ce point. Les surlaces tangentes en chacun de leurs points au 
cône (T) correspondant vérifient une équation aux dérivées partielles 
du premier ordre, dont les courbes du complexe sont des courbes 
intégrales; d ailleurs il est évident qu'il existe une infinité de com- 
plexes conduisant à la môme équation aux dérivées partielles. Pre- 
nons, en particulier, un complexe de droites; le cône (T) sera dans 
ce Ciïs le cône formé par l'ensemble des droites qui passent en un 
point. Soient S une surface intégrale, M un point de cette surface et 
MT la tangente en ce point à la courbe caractéristique située sur la 
surface qui passe en M; MT, étant une courbe intégrale, d'après ce 
que nous venons de dii^e, aura un contact du second ordre avec la 
sur[;ice S. Les caractéristiques sont donc des courbes telles qu'eu 
chacun de leui's points la tangente a un contact du second ordre 
avec la surface S : ce sont j>ar conséi]uent des lignes asymptotiques 
de la surface. Il y a un autre cas où les caractéristiques sont des 
lignes asymptotiques des surfaces intégrales; c'est celui des éi]uations 
linéaires dont les caractéristiques forment une congruence de droites. 
M. Lie a d'ailleun? montré que les deux cas que nous venons de citer 
sont les seuls où celle circonstance se présente. 

Revenons au cas précétlenl ; les différentielles cfx, cf i/, dz sont les 
mêmes pour la courbe intégrale I tangente en M à la caractéristique C 
et pi>ur la oourlïo C elle-même. Puisque la caractéristique est une 
ligne asyniptolique de la surface S, on a 

r rf X* + 2i? djc dy -h t dy^ = 0; 
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par suite, on a pour la courbe I 

d^z — p d*x — q d}\i = 0, 
relation qui exprime que le plan tangent au cône (T) 

Z-z=;)(Xî-x)4-/z(Y~2/) 

est le plan osculateur à la courbe I au point M. On peut donc énoncer 
la proposition suivante : Lorsque les tangentes d'une courbe appar- 
tiennent à un complexe de droites, le plan osculateur en un point 
de cette courbe est le plan tangent au cône du complexe suivant 
la tangente à la courbe en ce point. 

78. Étant donné un complexe quelconque de courbes dans l'espace, 
il est évident, d'après ce qui précède, qu'il n'existe pas, en général, 
d'équation aux dérivées partielles du premier ordre dont ces courbes 
soient les caractéristiques. En effet, à ce complexe de courbes corres- 
pond un système de cônes (T) et par suite une équation aux dérivées 
partielles bien déterminée 

(10) F (X, y, r, p, q) = 0, 

dont les courbes proposées seront simplement, en général, des courbes 
intégrales. 

Mais on peut donner des courbes caractéristiques une propriété 
géométrique, indépendante de toute surface intégrale, qui les distingue 
des autres courbes intégrales. A tout complexe de courbes correspond 
un système de cônes (T) et, par suite, un système de courbes 
planes (C). En chaque point M d'une des courbes du complexe précé- 
dent menons le plan tangent P au cône (T) suivant la tangente à 
cette courbe. Quand on se déplace sur cette courbe, ce plan P enve- 
loppe une surface développable; pour que la courbe considérée soit 
une caractérvitique, il faut et il'suffît que la génératrice de cette 
surface développable qui passe en M soit précisément la tangente 
en M à la courbe (C) du plan P. D'après ce qu'on a vu plus haut 
sur les développables caractéristiques, cette propriété appartient bien 
aux courbes caractéristiques. Elle n'appartient pas à d'autres courbes 
intégrales, car, si on l'exprime analytiquement, on est conduit préci- 
sément aux équations différentielles des caractéristiques. 
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Pour toute courbe intégrale on a d'abord 

dx dy dz 



{W) 






Le plan tangent au cône (T) suivant la tangente à cette courbe a pour 
équation 

Z- = = p(X--x) + g(Y-t/), 

et la génératrice de contact de ce plan avec son enveloppe s'obtiendra 
en joignant à l'équation précédente la relation 

— dz =1 dp Ç\. — x) + dq (Y — y) — p dx — q dy^ 

c'est-à-dire 

dp (X — x) -H dq (Y — y) = 0. 

Cherchons de môme la iangente à la courbe (C) du plan P, repré- 
sentée par les équations 

F (X, Y, Z, p, g) = 0, 

Z-c=p(X-x) + g(Y-y), 

X, Y, Z désignant les coordonnées courantes. La tangente à cotte 
courbe au point (x, y, z) sera définie par les deux relations 

^dX + ^dY + ^i'dZ^O, 
ox a y az 

dZ=p dX -h q dY, 
d'où on tire 

Pour que cette tangente coïncide avec la génératrice précédente, il 
faudra que l'on ait 

dp dq 

df âfdF Jf' 



dx dz dy àz 

ces relations, jointes aux formules (11) et à l'équation dF = 0, con- 
duisent précisément aux équations difTérentielles des caractéristiques. 
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79. Solutions sing^ères. — Soit 

(12) V (x, t/, r, a,h) = 

une intégrale complète d'une équation du premier ordre; supposons 
que ces surfaces admettent une enveloppe définie par l'équation (12) 
jointe aux équations • 

et qu'elles touchent cette enveloppe en un point ou en un nombre fini 
de points. A tout système de valeurs des paramètres a et h correspond 
un point M de cette enveloppe Z où cette enveloppe est touchée par 
la surface V correspondante. En tout point M (a^, h^) de S passe 
une infinité de caractéristiques tangentes à 2, car si on considère la 
caractéristique définie par les équations 

V (x, y, z, ao, ^) = 0, TT + <î JT = ^' 

cette caractéristique passe au point M, quel que soit c, et est évidem- 
ment tangente en ce point à Z. A toute direction de tangente à la 
surface 2 au point M correspond un système de valeurs des difleren- 
tielles da et db qui définissent cette direction. Soient G et G' deux 
courbes tracées sur la surface Z et passant au point M, da^ db; 3a, 
Ib les différentielles correspondant respectivement aux tangentes 
en M à G et G'. L'intégrale complète tangente à 2 en un point M', 
infiniment voisin de M, situé sur G', coupe l'intégrale complète, 

tangente à S en M, suivant la caractéristique que Ton obtient en 

3fe 
prenant pour la constante c la valeur c = — • Gherchons la relation 

g (t 

qui doit exister entre les différentielles db^ da^ 8b, ia pour que 
cette caractéristique soit tangente à la courbe G au point M. Les 
différentielles dx^ dy, dz relatives à un déplacement le long de G 
sont données par les relations 

-— dx -h -r— di/ -t- -T- ctz = 0, 

i ôx dy dz 

] âa ax daay aaâz âà* oaôb 

d'Y , d'Y ^ d'Y , d'Y ^ d'Y ^^ . 



dbdx db dy db dz da db db^ 
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Pour un déplacement le long de la caractéristique on a 

' -— dx -h -:r- dy -h T- dz = 0, 
i ôx ôy oz 

(15) ' -j — r- dx + - —r-dy + - — r- dz 
idaôx aaôy ôaôz 



\ + C- ,1 > dx + TT-T- «!/ + JIT^ ^" 1=0. 

\ cal^dbâx àb ây âb âz J 

Les valeurs de rf:r, dy, dz tirées des formules (14) et (15) devroni 
être les mêmes, ce qui donne la relation 

c^'V d'Y â^Y 

— — da Za -h - — r-r [da 2b + db la] + -—^ db sb = 0. 
àa* daôb âb* 

Celte relation fait correspondre à toute tangente M;x issue du point M 
une aufre tanjçente M \l' et, comme elle est symétrique par rapport 
aux différentielles d et 5, cette correspondance est réciproque. On 
définit ainsi sur la surface Z un système de lignes analogues aux 
lignes conjuguées sur une surface quelconque. Pour que les deux 
tangentes correspondantes se confondent, il faut avoir 

^*V d'Y â^Y 

^ da' + 2 -- - dadb-^"^ db' = 0, 

âa' Oaôb db' 

et on a ainsi deux séries de lignes, tracées sur la surface 2, analogues 
aux lignes asymptotiques. La théorie qu'on vient d'indiquer se réduit 
d'ailleurs à la théorie ordinaire des lignes conjuguées si l'intégrale 
complète est un plan. 

Remarque. — Dans ce qui précède, nous avons supposé implici- 
tement que la relation 



/ d'Y y (^«VJ'V 
\dadb) dc^dV 



da 



n'était pas satisfaite, car, si elle avait lieu, le rapport - -? qui est 

db 

donné par la formule 

d'Y Zb d'Y 



+ 



db da db la da' 

da^^ d'Ylb JMT' 

1 

db' la da db 
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serait indépendant de — • Dans ce cas, toutes les caractéristiques 

passant en M seraient tangentes; ce serait un cas analogue à celui 
des surfaces développables où la caractéristique du plan tangent est 
toujours la génératrice. Considérons, par exemple, une surface quel- 
conque (2), un des systèmes de lignes de courbure de cette surface, 
et toutes les sphères tangentes à la surface et ayant pour centres les 
centres de courbure principaux correspondant au système de lignes 
de courbure considéré. Imaginons qu'on ait formé l'équation du pre- 
mier ordre qui admet ce syètème de sphères pour intégrale com- 
plète, (Z) sera la solution singulière de cette équation. Soient M un 
point quelconque de la surface (2), C la ligne de courbure du système 
considéré qui passe en M, MT la tangente à cette ligne de courbure, 
le centre de courbure correspondant, S la sphère de centre tan- 
gente en M à (2), MT' la tangente à la seconde ligne de courbure qui 
passe en M. Prenons sur (2) un point M' infiniment voisin de M; 
soient 0' le centre de courbure principal correspondant et S' la sphère 
de centre 0' tangente en M'. Les deux sphères S et S' se coupent 
suivant un cercle c dont le plan est perpendiculaire à 00'. A la 
limite, la droite 00' est située dans le plan tangent en à la surface 
lieu des centres de courbure principaux, c'est-à-dire dans le plan MOT'. 
La tangente à la caractéristique est donc la droite MT, de quelque 
façon que le point M' se rapproche indéfiniment du point M. 

80. L'intégrale singulière de Lagrange possède donc les trois 
propriétés suivantes : 1® elle est l'enveloppe de toutes les autres 
intégrales; 2** par chaque point de cette surface, il passe une infinité 
de caractéristiques qui lui sont tangentes; 3^ par toute courbe de 
cette surface passent deux intégrales tangentes, cette surface elle- 
même et l'enveloppe de toutes les intégrales complètes qui lui sont 
tangentes le long de cette courbe. 

Ces deux dernières propriétés permettent facilement de déduire la 
Solution singulière de l'équation aux dérivées partielles elle-même. 

10 Soit 

F(x, t/, z, p, g) = 
vine éqiiation du premier ordre, x^^ 2/o> -o? Po? ^o ^^ élément 
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quelconque de l'intégrale singulière (!) de Lagrange; il faudra que 
le système d'équations différentielles 

dx dy dz — dp — dq 

T "" Q "■ Pp + Qî "" x^pz ■" YT~qi 

admette une inGnité d'intégrales correspondant aux valeurs initiales 
^o> !/o> 'o> Po» ^0* ï' ^^"^ évidemment, pour cela que cet élément 
annule tous les dénominateurs, car si, par exemple, P« était dilTérent 

, ^ * . . dy dz dp dq i .* •. 

de 0, on en tuerait pour -5- > t" » j ' 3- **^ ^^*** svstème de 

* dx dx dx dx 

valeui's finies et bien déterminées dans le voisinage de ces valeurs 

initiales et, par suite, un seul système de valeurs pour y, r, py q. 

Donc tout élément de (Z) doit satisfaire à la fois aux cinq équations 

F = 0, P = 0, Q = 0, X4-/)Z = 0, Y + gZ = 0. 

2® Servons-nous de même de la troisième propriété de l'int^rale 
singulière. Soit C la courbe d'intersection de (Z) par un plan parallèle 
au plan des 1/;, ayant pour équations 

x = x^y z = 9 (y). 

Tous les éléments or, y, r, p, q de la surface (I), le long de la 
courbe C, sont bien déterminés; en particulier, on aura 9 = 9' (y). 
Si ces éléments n'annulaient pas P, on pourrait résoudre l'équation 
F = par i^apport à p et la mettre sous la forme 

J> = •t' {^y Vy -1 î)> 

6 (x, y y r, q) étant une fonction développable, et alors, en vertu du 
théorème de Cauchy, il existerait une fonction r, et une seule, qui 
satisferait à cette équation et qui, pour x = .r^, se réduirait à (y). 
Si donc il passe deux intégrales tangentes l'une à l'autre par la 
courbe C, il faut nécessairement que tous les éléments de (2) annu- 
lent P. On verrait de même, en coupant la surface {Z) par un plan 
parallèle au plan des rx, qu'il faut avoir Q =: 0. L'intégrale (2) doit 
donc satisfaire aux trois équations 

(46) F = 0, P = 0, = 0. 
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On en conclut aisément, comme nous l'avons vu (§ 14), qu'elle 
satisfait aussi aux équations 

(17) X+pZ=:0, Y + ^Z = 0. 

L'intégrale singulière de Lagrange satisfait donc aux équations qui 
ont été prises plus haut pour définition des intégrales singulières, 

81. S'il existe une intégrale singulière 

R(x, 1/, z) = 0, 

pour tous les points de cette surface les cinq équations 

F = 0, P = 0, Q = 0, X+pZ = 0, Y-hqZ^O 

admettront une solution commune en p et q. Réciproquement, s'il 
existe une surface telle que, pour tout point de cette surface, les cinq 
équations précédentes admettent une solution commune en p et g, 
cette surface est une intégrale singulière. En effet, pour tout déplace- 
ment sur cette surface, on aura 

X dx -{- Y dy -h Z dz -h P dp + Q dq = 0, 
ou, en tenant compte de ces relations, 

Z {dz — p dx — q dy) = 0. 

Si Z n'est pas nul pour ces valeurs de p et g, on en conclut que p et g 
sont les coefficients angulaires du plan tangent à la surface considérée, 
qui est, par suite, une intégrale singulière. Mais si Z est nul, le 
raisonnement ne s'applique plus. 

Toute intégrale singulière d'une équation aux dérivées partielles 

F (x, y, z,p,q) = 

devant vérifier les cinq équations (16) et (17), il semble, d'après 
cela, qu'une équation F = prise au hasard n'admettra pas d'intégrale 
singulière, puisque cinq équations ne déterminent, en général, qu'un 
nombre fini de systèmes de valeurs pour cinq variables. Cependant, 
comme ces cinq équations ont été obtenues avec les dérivées partielles 
d'une même fonction, ce point pourrait donner lieu à quelque 
incertitude. 
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On peut rendre le i-aisonnement plus précis. Si la fonction F n*a 
pas été prise d'une façon particuliéi*e, Téliniination de p et de g 
entre les Irois équations 

F = 0, P=:0, Q = 

conduira à une certaine relation R (Xy ?/, r) = qui donnera 
l'intégrale singulière de Téquation F = 0, si elle existe. Prenons 
maintenant Téquation 

F (J, j/, r, p 4- a, <j + 6) = 0, 

où a et 6 désig:nent des fonctions quelconques de x, ?/, r. L'élimination 
de p eide q entre cette éipiation et les l'elations 

c^F (jr, 1/, r, p 4- a, 7 4- 6) JF Tx, »/, r, p -h a, 7 -H 6) 

conduira évidemment au môme résultat, 

R (jr, 1/, r) =: 0. 

Il est clair (|ue la surface représentée par cette équation ne peut 
satisfaire à Téquation précédente, quels que soient a et h. On conclut 
de là qu'ii/ie équation aux dérivées jniÊ^tivIlea prise au hasat^i ou 
formée directeweièt d'une manière quelconque n^admet pas ifune 
façon normale d'intégrale singulière. 

Les conclusions qui préct^leut paraissent être en désaccord avec la 
théorie de Lajrranjre. En effet, il Si»mble, d'après ce que nous avons 
dit, qu'en prenant Tenveloppe d'une intép-ale complète V (x, t/, r, 
«ï, h) = 0, on a toujoui's une intéjrrale singidière. Ce désaccoiti n'est 
qu'ap)>arent, car le raisonnement de Lagranjre suppose que Tinté^i^ale 
complète a effectivement une enveloppe ou, en d'autres termes, que 

les fonctions V, -r— • — 7 satisfont aux conditions de continuité qu'exijre 

Oa 00 

la Ihéiirie des enveloppes, ce qui n'arrivera pas nécessairement. 

Les théorèmes généraux de Cauchy nous apprennent bien qu'il 
existe une infinité d'intégrales complètes holomorphes dans un 
certain domaine, mais rien ne pivuve que ces intégrales complètes 
seivnt ciintinues dans une étendue suflisante pour qu'on puisse leur 
appliquer la tluV^-ie des enveloppes. Nous pouvons même affirmer, 
«l'apivs ce qui prtVisie, qu'il n'en sera jkis généralement ainsi. 
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82. Étudions maintenant d*un peu plus près les diverses circons- 
tances où l'équation du premier ordre 

F {Xy y y Zy |), (jf) = 

admet une intégrale singulière. Nous avons vu dans les paragraphes 

précédents que cette intégrale satisfait aux cinq équations (16) et (17). 

Supposons donc qu'il existe une intégrale singulière (S) et soit M un 

point de cette surface. Les équations de la normale MN en M (.r, ?/, z) 

k (Z) sont 

X — X __ Y — 7/ _ Z- g 

p ■" g ^ — 1 

où p Qiq satisfont aux équations (16) et (17). L'équation du cône des 
normales, relatif au point M, est 

et les relations 

P = 0, Q = 

expriment que la normale à la surface (1) est une génératrice double 
du cône des normales relatif au point M. Donc, pour qu'une intégrale 
soit singulière, il faut et il suffit que la normale en chaque point 
soit une génératrice double du cône (N) relatif à ce point. 

En général, le cône'(N) relatif à un point quelconque de l'espace 
n'admettra pas de génératrice double. Pour savoir s'il existe une 
intégrale singulière, on cherchera donc d'abord le lieu des points de 
l'espace pour lesquels le cône des normales correspondant admet une 
droite double. Ce lieu s'obtiendra en éliminant p ci q entre les 
équations (16). Soit II (x, i/, z) = le résultat de cette élimination. 
Pour que cette surface soit une intégrale singulière, il faudra en 
outre que la normale en clia([ue point soit précisément la droite 
double correspondante, ce qui serait exprimé, il est aisé de le voir, 
par les relations 

X -h2)Z=:0, Y + ^Z = 0, 

p, </, — 1 étant les paramiHres directeurs de la droite double. 

Si le cône des normales relatif à un point quelconque de l'espace a 
toujours une génératrice double, les équations (16) ne seront, pas 
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distinctes et rélimiDation de p et de g entre ces équations conduira 
à une identité. Soient A, D, C les paramètres directeurs de la généFa- 
trice double du cône relatif à un point quelconque M. A« B, C seront 
des fonctions connues de Xj f/, r. définies par les équations 1 16». S*il 
euste une solution sin^lière, elle derra satisfaire à la relation 

(18) A dx 4- B dy -h C dr = 0, 

c'est-à-dire que z devra vérifier les équations 

En écrivant que l'on a 

â'z â*z 



àx ô*j dy àx 
on est conduit à la relation 

■:-> ;.(-è) * (-D.-=(-â)=r,(-^) * (-â)^=(-")- 

Si cette équation n'est pas idcixtiquewcut vérifiée, elle fournira une 
relation ^ (x, i/, r) = 0. Si la fonction r définie par celte relation 
satisfait à Téquation aux différentielles totales, elle fournira une inté- 
grale singulière; sinon, il n*y aura pas d'inté^rrale sinjnilière. Si la 
condition d'inlé^rabilité (19) est vérifiée ûicntiqucmcnt. réquation 
aux diflerentielles totales < 18i admettra une intégrale 

ç (x y r) = c, 

dépendant d*une constante arbitraire r, et il y aura une infinité 
d'intégrales singulières. 

Pratiq^irmcnt voici la marche à suivre pour rechercher les inté- 
grales singulières : on éliminera p eiq entre les trois équations (16). 

1' Si cette élimination conduit à une relation 

R (X, ;/• r) =r 0. 

qui ii'csl pas vàrlficc idcèiiiquemctit, on examiniTa si la fonction z 
définie par cette relatic^n satisfait aux trois é.|uations 



^à 



CHAP. IX. — ÉQUATIONS A TROIS VARIABLES. 207 

S'il en est ainsi, elle donne une intégrale singulière; dans le cas 
contraire, il n'en existe pas. 

2° Si rélimination de p et /jf entre les trois équations 

F = 0, P = 0, Q = 0, 

conduit à une identité, on cherchera directement, par l'application de 
la méthode générale, s'il existe des intégrales communes à ces trois 
équations. 

Exemple I. — Considérons Téquation 

F=pg — z = 0; 
ou a 

P = g, Q=p. 

Donc : z= est une intégrale singulière. En effet, l'équation du 
cône des normales est 

(X-ac)(Y-y) _ 
(Z-zy - • 

Pour z = 0, ce cône se décompose en deux plans X — ac = 0, 
Y — y = dont l'intersection est perpendiculaire au plan c = 0. 
D'ailleurs, nous avons vu (§ 41) que 

s = (Jî — a) (!/ — &) 

est une intégrale complète formée de paraboloïdes hyperboliques 
tangents au plan des xy. 

Exemple IL — Soit 

F =zpq — z -i- ax -h by =:zOy ab'^0; 

on a 

P = g, Q=p. 

L'élimination de p ci q entre F = 0, PmO, Q=0 donne 

z =z ax -h hy, 

qui ne satisfait pas à l'équation proposée; il n'y a donc pas d'intégrale 
singulière. 
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F-iEMPix m. — Soit encjre 



-(=-?)-?-• 



Il £à:3t lai S'ijoin Ire le? «leux équations 

«S deux è|iiati»Mi5 se dêoompiTe^it eo -i-eai «y^têiDe? : 
i^ p = 0. 7=0, 

qui >k-niie Tinlêignle s:ii^!ién? z =zOi 

•2= r — ^ = 0, 7 = 0. 

I>-^ T^lr-ors de p et 7 tirées de ce «yétèaie vérifient l'é^iution F -=. 0. 
Cberdh>ns si ces deax ê>:}uaîic*os admettent des intégrales c«nniune>. 
La se>.»nde é*pjati*>n noos m>ntre que r ne dépen I jos de y; z d/ii 
aio;^ satisfaire à la relation 

•i*c*ù on tire, en intégrant. 



• JT — a ■' 



A ce second système correspond une infinité de sentions singtilîères. 
L'ne intéi^raJe c^œpîéte de rêqTialion pivpjeée est 

«> — a- 'V — h ' 



o 



3 



En appliquant le pnivédé de Li^ran^, on troare. en éliminant a et t 
entre cette é^^uation et les deux ê>]ualioas 

X — a = 0, y — 6 = 0, 

l'intégrale singulière 

r=0, 

L'inl«î^gTale sin^ilière r = ^ — ^^ rentre dans rinlégrale générale 
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de Lagrange. On robtient en prenant l'enveloppe des intégrales 

complètes pour lesquelles a est une constante et b seule varie. D'une 

manière générale, chaque fois qu'une équation du premier ordre est 

de la forme 

aF7 + 6F; + cFj = 0, 

où m, Hy p sont des nombres entiers supérieurs à un, on aura des 

intégrales singulières en cherchant les intégrales communes aux 

équations 

F, =0, F, = 0, F, = 0. 

83. Étant donnée une équation différentielle ordinaire du premier 
ordre 

F {X, y, y') = 0, 

on sait que l'élimination de y' entre cette équation et la relation 

ày' 

conduit à une équation 

R (.T, y) = 0, 

qui représente, en général, un lieu de points de rebroussement pour 
les courbes intégrales (^). M. Darboux a démontré un théorème tout 
à fait analogue pour les équations aux dérivées partielles du premier 
ordre. Si R (x, y, z) = est le résultat de Vélimination de p et q 
entre les trois éqtuitioixs 

F = 0, P = 0, Q = 0, 

la surface R (x, y, z) = est, ex général, le lieu des points de 
rebroussement des courbes caractéristiques. 

Il est évident, d'abord, que cette surface, étant le lieu des sommets 
des cônes (N) qui ont une droite double, est indépendante du choix 
des axes. Cela posé, prenons pour origine un point de la surface et 
pour axe des z la droite double correspondante. On devra avoir 
F = Opour 

x = y = z=p = q = 0; 

{^) Darboux, Bulletin den Srirncet fMthimaiiquen et axtronomiqyes, l. IV, irt série, p. 158. 
G. LefOHi. 14 
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F est donc de la forme 

¥ = ax -hhy -i- cz -\-p{a' X -hh' y -h c' z)-h q {a'x + b'y -*- c^z) 

-♦- -y + ^Pq + -g- -*- ? (-^^ y> *» Py 9)y 

? (*<^y 2/9 ^9 P? 9) n^ contenant que des termes d'un degré au moins 
égal au second. F ne contient pas de termes du premier degré en 
p et f/, puisque P et Q doivent aussi s^annuler pour x = y = r = j9 
= ij = 0. On a alors 

P = a'x + h' y + c'z + A/) 4- Bg -+- --* 

âp 

do 

Q = a'x 4- Vy + c'z -f- B/) -f- Cg 4- —j 

ôq 

do 
X = a + a*p -f- a'g + -r-^i 

ox 

Y = 6 4- 6'p + 6'fl 4- v^9 

ày 

Z = C 4- c'/> 4- C'ç 4- 3-^- 

oz 
Les équations différentielles des caractéristiques sont donc 

-r- = a X 4. fe'y 4- cz 4- Ap 4- Bç 4- 3-^ » 
di *^ ^ dp 

-^ = a'x 4- Vy 4- c'r 4- Bp 4- Cg 4- -^^ 
dt dq 

-^ =p (a'x4- 6'i/ 4- cz) 4- ç i^a'x 4- h'y 4- c'r) 4- Ap'4- ^Bpq 
-2- = a 4- a p 4- a^r 4- p ic 4- c p 4- c'g) + 3-=^ 4- p ^» 

dt ^ M- X T "^ ôx '^ ôz 

— ^ = 6 4- 6'p 4- 6'g 4- g ^c 4- c'p 4- e'q'S + jj 4- g ^• 

Étudions la caraictêristique qui correspond aux valeurs initiales 
x = y=:r=p = g = Oel supposons, œ qui est permis, que U 
valeur initiale de I soit I = 0. Les quantités X + pZ, Y 4- 9Z se 
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réduisent respectivement à a et 6 pour l'origine. Nous supposerons 
que la normale à l'origine à la surface R (x, y, z) = n'est pas 
l'axe des z, ce qui est bien le cas puisque, par hypothèse, cette 
surface n'est pas une intégrale singulière. Alors, une au moins des 
quantités o et 6 sera différente de zéro. Soit, par exemple, a ^ ; 
les deux dernières équations différentielles donnent, en intégrant, 

p = — at -h ..., q = — ht •+■ ..., 

dx du dz d*z 
on voit par suite que, pour t = 0, x, y,.z, — > "Tï^ Jt ^^ ^ ^'^"' 

nulent et que -j-j > -7-5- se réduisent respectivement à 

c'est-à-dire à 

— (Aa -*- B6), — (Ba -f-.C6). 

Les développements de x, 1/, z suivant les puissances croissantes de t 
commencent donc de la façon suivante : 

1 

X = — r (Aa 4- B6) t* 4- ..., 

1 

y = ^ -{Ba -i- Cb)e« + ..., 

1 

z = - (Aa« + 2Ba6 -*- C6«) t^ + .... 
o 

On en conclut que, si on prend x comme variable indépendante, les 
développements de 1/ et z suivant les puissances croissantes de x 
commenceront de la façon suivante : 



{ 



y = hx -h ... 
z =/i'x} -h .... 



Ce qui montre bien que la caractéristique qui est tangente à l'origine 
au plan des xy a, en ce point, un point de rebroussement. Par 
chaque point de la surface R (x, y, z) == il passe donc une caracté- 
ristique déterminée, ayant un i^broussement en ce point. 
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84. Les propriétés de Tinté^ale singulière de Lagrange ont été 
établies (§ 79) en admettant l'existence d'une enveloppe pour les 
intégrales complètes. Nous allons sui\Te maintenant une méthode 
plus rigoureuse en nous servant uniquement de l'équation aux 
dérivées partielles elle-même. Supposons que les trois équations 

F = 0, P = 0, Q = 

admettent une intégrale commune. Prenons pour origine un point de 
rintégrale singulière, pour axe des z la normale en ce point et soit 

2J = ? (-r, y) 

l'équation de la surface. Si on [)0se 

cette transformation n'altère pas les relations de contact et elle 
change une intégrale singulière en une intégrale singulière dé la 
nouvelle équation. On, peut donc supposer que la solution singulière 
est le plan des or y. Nous admettrons en outre que cette solution ne 
satisfait pas à la relation Z = 0, de sorte qu'on puisse mettre 
l'équation proposée sous la forme 

(20) F = r~cr(x,t/,p,g) = 0, 

^ {^y y y Py ç) ^t^Qt uuc fonction holomorphe dans le voisinage des 

valeurs 

x = y=p = qz=0. 

D'ailleurs, les équations 

F = 0, P = 0, Q=0 

devant être satisfaites par les valeurs r =0,p =0, g =0, l'équation 
proposée sera de la forme 

^ = -Y -^^Pq-^-;^-^'H^y yy Py q)y 

où tous les termes de 'l sont, au moins, du second d^ré en p et q. 
Étudions les courbes caractéristiques tangentes à l'élément 

x = y=zz=pz=:q=zO. 
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Les équations différentielles des caractéristiques sont ici 
dx dy dz — dp — dq 





P 


~ Q 


Pp + Qq 


X-p 


~Y- 


7 

-9 


où on a 


posé 














P- 


dts 
àp' 




dx 


Y = 


du 
'ày 



Pour l'élément initial, tous les dénominateurs sont nuls et, par 

suite, les valeurs initiales des rapports -~^ •••» -r^ sont indéler- 

dx dx 

minées. Pour lever cette indétermination, introduisons une variable 

auxiliaire u en représentant la valeur commune de tous ces rapports 

du 
par — et faisons le changement de variables suivant : 
* u ^ 

p =p'te, q = q'u. 

En remarquant que u' sera en facteur dans cy (ap, y, p, q), on peut 

poser 

cr (x, y, p, q) = u«cy' (ac, y, p' , q'), 

^ — y ^ — Y' ^ ^ P' ^ — O' 
âx-^ ' dy~' ' dp' ^ ' dq' ~'^' 

On aura 

P = u'P' ^ = uF, Q = uQ'. 
dp 

Les équations différentielles des caractéristiques deviennent alors 

dx ^, dy -, dz i , ^, .^.1 

— = F, T^=QS ;7- = u p'F +g'Q' , 
dw du du ' ^ r 

^ = _ X' ^ == - Y' 
du ' du ' 

et, pour l'élément initial, les seconds membres ne sont pas tous 
nuls. Nous pouvons choisir arbitrairement les valeurs initiales de 
p' et q\ car, quelles que soient ces valeurs, on aura toujours ^ = 0, 
g = pour u = 0. Soient a et ces valeurs initiales ; on a 

F = Ay -f-Bg' + ..., 
Q' = Bp' + Cq' H- ..., 

et, par suite, les valeurs initiales de P' et Q' sont Aa -H Bp et 
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Bz + C0. On en conclut que les développements de x et y ordonnés 

suivant les puissances croissantes de u commencent de la ùiçon 

suivante : 

X = (Aa -H Bg) Il 4- ...» 

y = (Ba -h Cg)ti + ..., 

z = ku* -h .... 

Ceci nous montre qu'il existe non seulement une caractéristique 
tangente en chaque point à la solution singulière, mais bien une 
infinité. Toutes ces caractéristiques paraissent dépendre de deux 
paramètres arbitraires, mais en réalité elles ne dépendent que du 

rapport -j car les équations différentielles ne changent pas si on 

remplace u par hUy h étant une constante quelconque. Le coeffident 
angulaire de la tangente à la caractéristique à Torigine dans le plan 
des xy est 

Aa + B?" 

Si donc B' — AC n'est pas nul, cette tangente peut prendre toutes 
les positions possibles dans le plan des xy autour de l'origine et il 
existe une caractéristique tangente à toute droite passant par l'ori- 
gine dans le plan des xy. 
Soient 

les équations d'une courbe quelconque située sur la surface singulière 
r = 0. Par tout point de cette couril)e passent une infinité de caracté- 
ristiques tangentes au plan des xy. Comment f:iut-il associer ces 
caractéristiques pour qu'elles forment une surface intégrale? Soit 



y--=r. 



==/. 



p = f. 



q = U 



•«v y.» -' " 



2 



^\^ 



«r^. 



.ï'v 
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l'intégrale générale des équations différentielles des caractéristiques. 
Nous savons que ces fonctions vérifient Téquation 

^ (ap> î/î JP, 9) — ^ = 0- 
De plus, on a 

dz âx dy 

— = p h — ^' 

du du au 

Pour que Ton ait une intégrale, il suffira que l'on ait 



Posons 



âz dx dy 

dv dv dv 



dz dx ' dy 



d*x d^y dp dx dq dy 

dudv dudv du dv dudv 

D'ailleurs, puisque 

d*z d*x d^y dp dx dqdy 



on a 






du 


== 


du dv 



- p :ï:7:5T. - 9 



dudv ^ du dv dudv dv du dv dx^ 



il vient 



dU dp dx dqdy dp dx dqdy 

du dv du dvdu dudv dudv 



^ . , . , dx dy dp dq ^ ^ 

Remplaçons dans cette expression t— ' ;ï— ' ;r-' ^~ par P, Q, 

-_ (X — p\ — (Y — ^) et il vient 



d 



u u ( dv dv dv dv dv dv ) 



d'où, en tenant compte de la relation us (œ, y, p, q) = z, 

(.1) '" = 1 u 

^ du w 



cl 
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Comme V^ est toujours nul pour les valeurs initiales î* =0, p* =0, 
q^ =z Oy il semblerait d'après cela qu'en associant les caractérisiiqaes 
tan^^tes au plan des xy suivant une loi arbitraire, on obtient 
toujours une intégrale. Mais nous sommes ici dans un cas où Tobjec- 

tion de M. Bertrand s'applique, car le facteur e'^* ' est infini. Donc 
pour que U soit nul, il ne suffit pas que U^ le soit. En intégrant 
l'équation (21), il vient 

L =Cii. 
Pour que U soit nul, il faut donc avoir C = 0. Or, 



=(^); 



ou encore 



\âH}.dv \âr). 



Le!S développements de p et de 7 commencent par des termes de la 
forme 

m 

p = ZH -k- ..., q = ^u -h .... 
La condilion C = prend donc la forme 

2 -r t- |« — r— — V. 

àr àr 

Celte Ot>n«iîlion «k-lenuint^ U \;3Jear du rip|N>rt - tout le lon^ de la 

courir donntV. Il existe do&" une ÎRlnrrsk* difllrrer.ti» «le r = et 
lanpente à rsrJr-^nî»' <iuj:uîitTe îe 1i>d-: d'une tvurbe quek:v»riqne 
Irv*^ <ur cette surfiv-e. 

La cv'4iditk4i pivivd«nte est TtTJ!»^», en fortîoulîer, <i on prend 
x^ := O** y^ = 1>. On en conchit que ti*u<e? Ie< c&rjctêrî5tiques 
qui pa$<^nt par un pi>int de U surface sînguiièfe ei^ffiMireat une 
surijœ intéinrale. tjnpmte en oe piMnt à la surface sîn^liôfv. Cette 
intè^xak^ >Mie le u>^me r\Vle que 1 inté^znle <v^«nplète dan? la théorie 
«le Lapnuipi^. Nous reirv^xons ains^« par une voie |Jus ri^^nr^ufso, 
les propriétés fofidan)e»tales que n:1U^ j\i.«s F^o>nnues plus haut à 
rmie^xtle sinpii:*Tv, 
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Remarque. — Si dans Téquation 

z = C7 (x, y, p, q) 
on fait la substitution 



z = z'\ 



z'^ se met en facteur et la nouvelle équation n'admet plus la solution 
z' = Oy qui se ti'ouve ainsi éliminée de l'équation. 

Nous n'avons examiné, dans ce qui précède, que les hypothèses les 
plus générales où Z et B' — AC ne sont pas nuls. Pour une étude 
plus complète, nous renverrons au Mémoire de M. Darboux. 

85. Nous terminerons ces considérations sur les intégrales singu- 
lières en les appliquant aux équations qui se décomposent en plusieurs 
équations linéaires. Soit 

(22) F(x,y,z,p, g) = 

une équation du premier ordre où F désigne une fonction décompo- 
sable en n facteurs linéaires en p, q 

F == (u^p + v^q — w^) {u^p + v^q — w,) ... {u^p -h v^q — w^). 

Le cône (T) i*elatif à un point quelconque M de l'espace se compose 
des n droites D,, D,, ..., D, qui passent en ce point et ont pour 
paramètres directeurs tij, v,, w^; u,, v,, w^; ...; u^, v^, w^. Car 
l'équation (22) exprime que le plan tangent à une surface intégrale 
qui passe en M contient une de ces n droites. Les courbes caracté- 
ristiques forment, dans ce cas, non plus un complexe, mais seule- 
ment une congruence, car par tout point de l'espace il en passe n 
seulement. Ceci semble en contradiction avec les résultats généraux 
que nous avons trouvés plus haut. Mais il est aisé de se rendre 
compte que si, au lieu de considérer les courbes caractéristiques 
seules, on considère l'ensemble formé par une courbe et une déve- 
loppable caractéristique, cet ensemble dépend de trois paramétres 
arbitraires. £n effet, soient 

f{xy 2/, 2) = a, ç (x, y, z) = b 

les équations de la congruence formée par les courbes caractéris- 
tiques. Pour avoir une surface intégrale, on établit entre les deux 
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paramètres une relation a = II (6) et l'équation 

r=n(?) 

donne une surface intégrale. L'équation du plan tangent à cette 
surface au point x, y, z est 

en posant 






Cette équation peut s'écrire 



On voit que le plan tan<rent ne dépend que du paramètre c. La 
forme même de l'équation (23) nous montre que si on considère un 
point M d'une courbe caractéristique C> par laquelle passent quatre 
surfaces inté^^rales S,, S,, S,, S^, le rapport anharmonique des quatre 
plans tangents à ces quatre surfaces au point M est égal au rapport 
anharmonique des quatre valeurs corre:>pondantes de c. Tout le long 
d*une courbe caractéristique c gardant la même valeur, on en conclut 
que le rappoil anharmonique des quatre plans tangents est indépen* 
dant de la position du point M sur la courbe C. Si donc on se donne 
trois surfaces intégrales S|y S,, S,, passant par la caractéristique C et 
le plan tangent en un point de C à la quatrième surface S^, le plan 
tangent à S^ en tous les autres points de C sera déterminé. Donc à 
chaque \*aleur de c correspond une développable caractéristique pas- 
sant par la courbe C. A toute caractéristique on peut associer une 
infinité de développables caractéristiques dépendant d'un paramètre c. 
Cherchons les solutions singulières de l'équation (22). Le cône des 
normales se compose dans ce cas du système des plans P,» P,, ..., P, 
perpendiculaires aux droites 1^,* 1», D,. Si les droites D,, P,, • • - 1\ 
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sont distinctes, les seules droites doubles du cône des normales sont 
les intersections des plans Pj, P„ ...,P«, pris deux à deux. Pour qu'une 
intégrale soit singulière, il faut que le plan tangent en chaque point 
soit perpendiculaire à Tune de ces droites d'intersection, c'est-à-dire 
contienne deux des droites D^, D,, ..., D.. Ce plan tangent sera par 
exemple le plan MD^D, : il sera donc parfaitement déterminé. En 
général, il n'y aura pas d'intégrale singulière de cette nature, car les 
plans MD|D, sont parfaitement déterminés quand on se donne le 
pjint M, et il n'y aura pas en général, comme nous l'avons vu, de 
surface tangente en chacun de ces points au plan MD^D, correspon- 
dant; une telle intégrale rentre d'ailleurs dans l'intégrale générale; 
elle s'en distingue seulement en ce qu'elle admet un double mode 
de génération par les courbes de la congruence. 

Si deux des droites Dj, D,, ..., D. sont confondues, par exemple 
D, et D„ toute droite située dans le plan P, sera une génératrice 
double du cône des normales. On cherchera donc le lieu des points 
de l'espace pour lesquels deux des droites Dj, D„ ..., D. sont confon- 
dues et, si ce lieu est tel qu'en chaque point la droite double corres- 
pondante soit située dans le plan tangent, ce lieu sera une intégrale 
singulière. 

Il est aisé de voir que, si la congruence des courbes caractéristiques 
admet une surface focale, cette surface focale sera une intégrale 
singulière de la seconde catégorie. Soient, en effet, 

f i^j y, ^f «, ^) = 0, ç (x, !/, z, a,h) = 

les équations de la congruence. On obtient la surface focale en 
adjoignant à celles-ci l'équation 

D(a,6)"" 

Soit alors ac, ?/, z un point de cette surface. Pour tout déplacement 
sur cette surface on aura 

^/^ , àf ^ df . i)f , àf .^ ^ 
rr-dx -h -' dy -h — dz -h ;- da -h -^dh = 0, 
ôx ây ôz ôa âb 

--^dx -V"T^ dy -^ — - ^- -*■ -r- ^^ ^- tl ^^ = ^> 
ax ây OZ ôa oo 
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OU, en élimioant doy db entre ces deux équations, ce qui est possible 
puisque 

D (a, b) ' 
on a 

db(âx ây àz ) âbtâx ây dz ) 

Cette relation est vérifiée, en particulier, pour tout déplacement sur 
la courilie de la congnience qui passe en ce point, car pour celte 
courbe on a 

^dx + ^idy + ^d= = 0, 
âx ây âz 

_ldx + ^dyH--dz=0. 

Le plan tangent à la surface focale contient donc la tangente à la 
caractéristique. Cette surface focale est donc une intégrale de 
Téquation linéaire. D'ailleurs, c*est une intégrale singulière, car, 
pour tout point de cette surface, deux des courbes de la congruence 
sont venues se confondre et, par conséquent, les m droites D ne 
seront pas distinctes. 

Exemple I. — Considérons l'équation 

(24) (pz — xy — q" (x« -H z« — i) = 0, 

qui peut s'écrire 

pz — ar = ± <j Vx^ -h z* — i . 

Les caractéristiques satisfont au système d'équations différentielles 

dx dz dy 



^ ^ ± l/x« -h 3* — 1 

dont on a immédiatement une intégrale première 

z = ax. 

Les caractéristiques sont donc des courbes planes dont le plan passe 
par Oy, 'Par tout point de l'espace, il passe deux caractéristiques 
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situées dans le plan déterminé par ce point et l'axe des y. Les 
plans passant par Oy sont donc des intégrales singulières de la 
première catégorie. Pour avoir les intégrales de la seconde catégorie, 
cherchons le lieu des points pour lesquels deux droites D sont 
confondues. Ce lieu est le cylindre 

x» 4- 2* — 1 = 0, 
et la fonction 

définie par cette équation, ^ne satisfait pas à l'équation (24). Il n'y a 
donc pas d'intégrale singulière de la seconde catégorie. Il est aisé de 
vérifier que les caractéristiques sont données par les deux équations 

z = ax* 



y = Vx^ -f- 2* — 1 — arc tg Vx^ -f- 2* — 1 4- b, 

et que le cylindre 

X* -f- z« — 1 = 

est le lieu des points de rebroussement de ces caractéristiques. 

Exemple II. — Soit l'équation 

[p (x* + z« — 1) 4- qxy^ = g» (1 - ««) (x= + y« -f- s« — 1). 

Cette équation exprime que, si on coupe le plan tangent au point 
(^) !/> ^) P^i* 1^ pl^n Z = z, la droite d'intersection est tangente à la 

sphère 

x* -f- y* 4- 2* — 1 = 0. 

Les caractéristiques sont donc des droites parallèles au plan des xt/ et 
tangentes à la sphère. Tout plan z =z h est une intégrale singulière 
de la première catégorie et la sphère elle-même est une intégrale 
singulière de la seconde catégorie (§ 18). 

Remarque. — Étant donnée une congruence de courbes 
f (^> Vj ^, a, ^) = 0, o (x, y, r, a, h) = 0, 
la surface obtenue en joignant à ces équations la relation 
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OU surface focale de la congruence, est tangente, comme on sait, à 
chacune des courbes de cette congnience. Il semblerait, d'après cela, 
que toute équation aux dérivées parlielles du premier ordre qui se 
décompose en plusieurs équations linéaires doit admettre une intéj^rale 
singulière, la surface focale de la congnience formée par les courbes 
caractéristiques. Mais Fexistence de cette surface focale est éridemment 
subordonnée à certaines conditions de continuité pour les fonctions f 
et ^« conditions qui se trouvent remplies dans la théorie ordinaire 
des congniences, où l'on suppose, en général, ces fonctions algé- 
briques. Mais si ces courlies sont définies par leurs équations 
différentielles 

F (x, !/, r, y\ z) = 0, * (x, y, r, y', r') = 0, 
où 

,/ — 11' .• — ^ 

les fonctions F et 4> étant quelconques, les courl)es intégrales n*ad- 
mettent plus d*une fav\>n normale de surface focale et la surface 
obtenue en éliminant y et r' entre les trois équations 

F = 0, * = 0. ^1^=0, 

D ^y , r ) 

est, en général^ le lieu des points de rebroussement des courbes 
intégrales \}). 



1. Trouver les surfaces dont le plan tangent en chaque point M 
fait un angle constant avec la droite qui joint le point M â un point 
fixeO. 

2. Trouver les surfaces dont les normales sont tangentes à une 
sphèro. 

<MONGE.) 

3. Trou^-er les surfaces dv»nt les normale* sont tangentes à un 
cône de révolution. 

«MOXGE.' 



t Vocr. ^:-*r a i.'^:»Mb>;r»L.v-c im^riom Jm^im *>* MatUmÊtta, t-^L XL F- Si- 
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4. Si les caractéristiques d'une équation non linéaire sont des 
lignes droites, ces droites sont les tangentes d'une surface non 
développable et l'équation est de la forme F (p, g, z — px — qy) = 0. 

5. Trouver toutes les équations dont les caractéristiques sont 
situées sur des sphères concentriques. 

6. Trouver toutes les équations pour lesquelles les développables 
caractéristiques sont des cylindres ayant leurs génératrices parallèles 
à un plan fixe. En déduire les équations pour lesquelles les dévelop- 
pables caractéristiques sont des cônes ayant leurs sommets sur une 
droite fixe. 

(MONGE.) 

7. Les caractéristiques de l'équation 



( 



<?H dE dH\* 
dx^'*' dy^ dz) 






. / 


'/dH\* /«?H\» 


= (H-pt + g» ( 


U. +LJ + 



[dz 



M 



où H est une fonction de oc, y, 2, sont des lignes géodésiques des 

surfaces intégrales. 

(Sophus Lie.) 

8. On appelle complexe tétraédral tout complexe formé de droites 
qui coupent les quatre faces d'un tétraèdre en quatre points dont le 
rapport anharmonique est constant. Trouver les surfaces tangentes 
en chacun de leurs points au cône du complexe tétraédral qui a son 
sommet en ce point. 

Étant donnés deux complexes. tétraédraux ayant même tétraèdre 
fondamental, les équations aux dérivées partielles correspondantes 
admettent une infinité d'intégrales communes. 

(Sophus Lie.) 
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CHAPITRE X 



Théorie générale de Lie. 



86. Dans une série de Mémoires publiés dans les recueils de 
FAcadémie de Christiania et dans les Mathematische Annalen^ 
M. Sophus Lie a repris la théorie des équations aux dérivées partielles 
du premier ordre à un nouveau point de vue très général (*). Ces 
recherches sont basé^ sur une définition nouvelle de Tint^rade, 
dont on a déjà dit quelques mots (§ 50), mais qui mérite d'éCre 
étudiée en détail. 

ConsidéiXHis d*abord une équation différentielle du premier ordre 

ày 
(l\ f(x,y,p)=:0, où P = ^- 

Nous appellen>ns éUme-nt \x^ y, p) Tensemble d'un point x, y et 
d'une droite de coeflicient angulaire p passant par ce point, et 
intégrale (^ de Téquation ^ik tout système simplement infini 
d*élémenis« c'est-à-dire dépendant d'un seul paramètxis Tarîable, 
Téritiant l'équation ^1^ ^ bi relation 

V-^ d^:=pdx. 

Soit 

une teîîe tnté^xiie : si r, et ;, ne sont pas des ccNnstantes, la nation ^ ^ ï 
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exprime que p est le coefficient angulaire de la tangente à la courbe C, 
lieu du point Xy y, dont on obtient Téquation en éliminant u entre 
les deux équations 

Soit F (x, y) = Téq nation de celte courbe. La fonction y de x 
définie par cette équation sera une intégrale au sens ordinaire du 
mot. Un élément de l'intégrale est formé par un point de la courbe C 
et la tangente en ce point, et l'intégrale se compose de la courbe C et 
de l'ensemble de ses tangentes. 

Mais on satisfait aussi à l'équation (2) en prenant x = x^y y = y^y 
^'o> I/o étant constants, p =zu. Si donc l'équation (1) est vérifiée pour 
x = Xf^y y= y^y quel que soit p, les formules 

x = Xo,- y = yo, p = u 

9 

représenteront encore une intégrale, d'après la nouvelle définition. 
Cette intégrale se compose, comme on le voit, du point M de coor- 
données x^y y^y et de toutes les droites qui passent par ce point. 

Cette extension de la définition de l'intégrale permet d'expliquer 
certaines anomalies qui se présentent dans la théorie des équations 
difTérentielles. Supposons, par exemple, qu'une équation différentielle 
admette pour intégrale une droite À, et transformons cette équation 
par polaires réciproques. A toute intégrale de l'équation proposée 
correspondra une intégrale de l'équation transformée : à la droite A 
correspondra un point. Il semble donc, au premier abord, que 
l'intégrale correspondant à A disparait. Avec la définition nouvelle, 
ceci s'explique : à la droite A correspond un point P; à tout point M 
situé sur A correspond une droite D passant par P. Quand M décrit 
la droite A, la droite D tourne autour du point P : on voit donc qu'à 
l'intégrale A correspond une intégrale composée du point P et de 
toutes les droites qui y passent. 

Ainsi, considérons l'équation de Clairault 

(A) y- px = f{p). 

Si on fait la transformation de Legendre 

G. Leçons, 15 
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on trouve Téqualion 

(B) Y = r(X), 

équation qui ne contient plus de dérivée et qui, par conséquent, 
n*admet qu'une solution, tandis que l'équation (A) en admet une 
infinité. Ce paradoxe s'explique en remarquant que Tintégrale géné- 
rale de l'équation (A) se compose de toutes les tangentes à une 
certaine couii)e C qui est elle-même une intégrale singulière. A la 
courbe C correspond, par la transformation par polaires réciproques, 
une courbe C représentée par l'équation (B) elle-même, et l'intégrale 
générale de cette équation se composera d*un point quelconque de la 
courbe C et de toutes les droites qui y passent. La courbe C est, 
d*ailleui*s. une intégrale singulière. 

87. Soit maintenant 

<3) F (x, y. r, p, q) = 

une équation aux dérivées partielles du premier ordre. Nous appel- 
lerions intégrale tout système doublement infini d'éléments vériliant 
la ry'Iation ^3^ et la relation 

^4> dz = p dx -h q dyy 

un élément étant toujours représenté géométriquement par l'ensemble 
d*un point (x, y, r) et d'un plan de ooelficients angulaires p, q 
passant par ce point Soit 

un tel système. Supposons d'aboftl que I& trois déterminants 

D v/r A^ D (A- A> D (A^ A) 

D ^M, r) D ^My n D {u, r) 

ne soient pas nuls à la fois. Alors^ Télimination de m et r entre les 
trois équations • 

\^^ jf = A* y = A* •=A 

conduira à une s^ule rrUMÈion 

r = i k X, y\ 



i 
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et la relation (4) prouve que Ton aura 

ox Oy 

On trouve bien, dans ce cas, une intégrale au sens ordinaire du mot. 
Un élément quelconque de Tintégrale se compose d'un point de la 
surface z = tj; et du plan tangent en ce point. 

Si les trois déterminants précédents sont nuls à la fois, l'élimination 
de u et V entre les trois équations (5) conduira au moins à deux 
relations distinctes entre z, x, y. Supposons d'abord qu'elle conduise 
à deux relations seulement. On pourra alors choisir les paramètres 
t« et V de façon que x, y, z ne dépendent que d'un seul paramètre 

x = F, (u), y = F, (ti), ^ = F, (w), 

et la relation (4) devient 

dz dx ây 

— = « — 4- g — • 
àu au ou 

Les coordonnées du point (x, t/, z) ne dépendant que d'une seule 
variable indépendante u, ce point décrit une courbe C et la relation 
précédente montre que le plan de coefficients angulaires py q doit 
contenir la tangente à cette courbe. Un élément de l'intégrale se 
compose d'un point de la courbe C et d'un plan passant par la 
tangente en ce point. Un pareil système d'éléments est bien double- 
ment infini, mais il ne conduit plus à une intégrale proprement dite. 
Enfin, si les équations (5) conduisent à trois relations distinctes 
entre x, y, z, on en déduit pour ces variables des valeurs déterminées 



« = 3Co> y =yo9 zz=z 



09 



et la relation (4) est identiquement vérifiée. Un élément de l'intégrale 
se compose du point M (x,^, y^y z^^) et d'un plan quelconque passant 
par ce point; ce système est encore doublement indéterminé. 
Considérons, par exemple, l'équation de Glairault généralisée 

z=pz + qy -^ f{p,q)' 
La transformation de Legendre 

p = X, g = Y, z—px —qy =Z 
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conduit à Téquation 

qui ne contient plus de dérivées. L'équation de Clairault admet 
comme intégrale complète Tensemble des plans tangents à une 
certaine surface non développable Z. A cette surface Z la transfor- 
mation par polaires réciproques fait correspondre une nouvelle 
surface ]£'. A l'intégrale complète précédente correspond une inté- 
grale formée d'un point quelconque de Z' et de tous les plans qui y 
passent. L'intégrale générale se composera d'une courbe arbitraire 
située sur 2' et de l'ensemble des plans tangents à cette courbe. Elle 
correspond à une développable circonscrite à Z. EnGn, la surface Z' 
elle-même, qui est la seule intégrale proprement dite, est une 
intégrale singulière. 

83. La définition de Lie a donc l'avantage de donner plus de 
généralité à la tliéorie. C'est aussi ce qu'on reconnaît en reprenant la 
mélliode de la variation des constantes. Soit 

V (x, y, r, a,h) = 

une intégrale complète de Féfjuation (3), qui sera obtenue en éliminant 
a et 6 entre les relations 

(b) v = o, ,-4.p^ = o, ^-*-^^ = û. 

On reconnaît comme plus haut (§ 39) que le système des équations (3) 
et (4) peut être remplacé par le système des équations (4) et (6), où 
on regarde z,x,y^p,q,a,h comme des fonctions à déterminer de 
deux variables indépendantes. Du système (6) on déduit ensuite 

et on obtient la solution générale de cette équation en posant 

fe = ç(a). _ + _ç(a) = 0, 
9 (a) désignant une fonction arbitrais de a. Les trois équations 
(7) V = 0, ^--H-_ç'(a) = 0, 6 = <p(a) 



ilkai.a^n^k^M^lte 
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permettront d'exprimer a?, »/, r, a, h en fonclion de deux paramètres 
arbitraires et les dernières équations (6) donneront ensuite p et q. 
Nous avons supposé, dans la théorie générale, que l'élimination de 
a et & entre les trois équations (7) conduisait à une seule relation 
entre X, t/, z; s'il en est ainsi, cette relation donnera une intégrale 
proprement dite. Mais il peut se faire que, pour certaines formes 
particulières de la fonction ç, l'élimination de a et & conduise à 
plusieurs relations entre x, y, z. Les raisonnements que l'on vient 
de faire prouvent que Ton obtiendra toujours (*), sauf les cas d'incom- 
patibilité, une intégrale au sens de Lie. 
Prenons, par exemple, l'équation 

z—px — qî/ = 0, 

qui admet l'intégrale complète 

z = ax + hy; 

on aura l'intégrale générale en lui adjoignant les deux équations 

b = 9 (a), X -4- y ç' (a) = 0. 
Si on pose 

<p (a) = ma^ 

on est conduit aux trois équations 

z = a(x -h tny), h = ma, x 4- m?/ = 0. 

L'élimination de a et de b donne donc les deux relations 

z = 0, X H- my = 0; 

on obtient une intégrale qui se compose de l'ensemble d'une droite 
et des plans qui la contiennent. 

Remarque. — Dans le cas des équations linéaires il y a toujours 
une inflnité d'intégrales de la seconde catégorie. Soit, en effet, 

Pp + Qq = R 



(*) 11 faut encore laisser de côté les cas exceptionnels où rélimination de < et & entre les 
équations (6) et (7) conduirait à plus de trois relations entre x, y, s, p^ q. 
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une équation linéaire et C une courbe caractéristique satisfaisant au 
système d'équations différentielles 

dx dy dz 

Soient x, t/, z un point de la courbe C et p, g les coefGcienIs 
an^laires d'un plan passant par la tangente en ce point. On aura 

dz =p dx 4- g dr/, 
et, par suite, 

Rz=pP+ gQ. 

Donc, Tensemble formé par une courbe caractéristique et les plans 
qui passent par ses tangentes est une intégrale de la seconde 
catégorie. Les courbes caraclêrisliques dépendant de deux constantes 
arbitraires, on voit que toute équation linéaire admet une intégrale 
complète de celte catégorie. 

89. L'extension de la déûnition précédente au cas général nous 
conduit à traiter d'abord le problème préliminaire suivant : 

Résoudre de la façon la plus générale Véquaiion aux différen- 
tielles totales 

(8) dz — pj dxj — ... — p. dx, = 0, 

c'est-à-dire trouver tous les systèmes de relations entre les variables 
r. Xi, p4, qui entraînent entre les différentielles totales la relation (8). 
Cette égalité exige qu'il existe au moins une relation entre les 
variables r, x^ x,, ..., x,. Supposons, d'une manière générale, qu*il 
y ait k relations distinctes entre r, Xj, x,, ..., x„ dont une au moins 
contiendra r, et résolvons-les par rapport à c, Xj, x„ ..., Xn, 

. - ^= *^ \^ky ^k-^li '"y X,), 

/m } -ï*! = 'yj (X^, Xt^.1, .•., X,), 



( 



Xa_i=: 'lt-i{Xty Xt^iy ..., Xj. 



Portons les valeurs de dr, dx,, ..., dxt^i dans Téquation (8) et 
écrivons que les coefGcients des différentielles dx^, dxk^i, •-.> dx. 
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sont nuls, il viendra 



(10) 







— ... — pk-i -j- P» = 0. 



Réciproquement, les (n + 1) équations (9) et (10) entraînent la 
relation (8). On est donc conduit à la conclusion suivante : 

Si on a, entre les différentielles des 2n -t- 1 vainables z, a;,., p^y 
la relation (8), il eociste au moins n -f- 1 relations distinctes entre 
ces variables et, s'il n'en existe pas davantage, il suffit, pour les 
avoir toutes, de connaître celles qui sont indépendantes de 

Pl9 '••) Pn* 

Désignons, d'une manière générale, par M toute multiplicité 
composée d'éléments satisfaisant à la relation (8). L'ordre d'une 
telle multiplicité est au plus égal à n, et la multiplicité la plus géné- 
rale M^ est représentée par les équations (9) et (10), où les fonctions 
^y ij/p ^k-1 sont arbitraires. On obtiendra une multiplicité M^(g-<fî) 
en ajoutant aux équations (9) et (10) n — q relations quelconques et 
il est clair, d'après ce qui précède, qu'on aura ainsi toutes les multi- 
plicités M^. 

Nous emploierons encore, pour abréger, les expressions suivantes, 
empruntées à la géométrie. Considérons z, cc^, ..., x^ comme les 
coordonnées d'un point dans Tespace à (n H- 1) dimensions; nous 
appellerons multiplicité ponctuelle tout ensemble de points dont 
les coordonnées vérifient un certain nombre de relations. Une multi- 
plicité ponctuelle, d'ordre r, P^ sera définie par n -h 1 — r relations 

?1 \^> *^l> •••) *^Ji) ^— ^y •••> ?«+l— r \^} ^i» •••} ^n) ^ 0. 

Un plan sera une multiplicité ponctuelle à n dimensions représentée 
par une équation linéaire telle que 

Z — - = :Pi (Xj — Xj) + ... + p^ (X^ — xj, 

et Pi, ..., p^ seront les coefficients angulaires de ce plan. Nous 
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dirons que ce plan est tangent au point (z, x^ ..., x.) à une multi- 
plicité ponctuelle passant par ce point si on a, pour tout déplacement 
sur cette multiplicité, 

dz — p^ dx^ — ... — /), dx^^ = 0. 

Sur une multiplicité d'ordre r, z, Xj, ..., x, sont fonctions de 
r variables indépendantes et, par suite, le plan tangent en un point 
est n — r fois indéterminé. Cela posé, les équations (9) définissent 
une certaine multiplicité ponctuelle P^^k^i et la multiplicité M, 
correspondante, représentée par les é(] nations (9) et (10), se compose 
de cette multiplicité ponctuelle P^.x+i et de l'ensemble de ses plans 
tangents, chaque élément étant formé d'un point de P»_i+i associé 
à un des plans tangents en ce point. Toutes les fois que cela sera 
utile, on indiquera par un indice supérieur l'ordre de la multiplicité 
ponctuelle d'où une multiplicité M, est dérivée; d'une manière plus 
générale, on représentera par MJ' une multiplicité M d'ordre g, 
loi'sque les coordonnées z, x^y ..., x, seront fondions de q' varia- 
bles indépendantes. Avec cette notation, une surface et l'ensemble 
de ses plans tangents sera représentée par MJ, une courbe et l'en- 
semble de ses plans tangents par MJ, un point et tous les plans 
qui y passent par M^, une courbe et un système simplement infini 
de plans tangents à cette courbe par M|, un point et les plans tan- 
gents d'un cône ayant ce point pour sommet par MJ. 

90. Considérons un système de q équations aux dérivées partielles 
du premier ordre 

Ir ^ (Zy X|, . . . , x„, Pj, . . . , p„) = 0, 

tg (2, Xj, ..., X„, Pj, ..., Pf^) = U. 

Nous appellerons intégrale de ce système toute multiplicité M, dont 
les éléments vérifient les relations (14). Pour qu'une telle intégrale 
soit une intégrale au sens ordinaire du mot, il' faut qu'elle provienne 
d^une multiplicité ponctuelle à n dimensions, c'est-à-dire que ce soit 
une multiplicité M.. Le problème de l'intégration revient alors à 
déterminer n -*- 1 — q relations nouvelles qui, jointes aux q équa- 
tions (11), donnent entre les différentielles totales la relation (8). 
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Cette définition donne lieu aux remarques suivantes : 
1** On peut toujours, par un changement de variables convenable, 
l'amener une intégrale quelconque à une intégrale proprement dite. 
En effet, considérons une intégrale quelconque définie par les rela- 
tions (9) et (40). Toutes les variables pourront s'exprimer au moyen 
des variables Pp p,, ..., p*-i, x^^ ..., x,. Posons 



^i=Pv 


..., x^—i — Pk-i^ 


X]^ —— Ct/j^, 


..., 


• 

Xn — Xjj, 


/); =— Xp 


1 


Pk — PkJ 


• 


Pl = Pny 



z — p^x^ — ... — Pk^i Xk^i; 
la relation (8) devient 

dz' = p[ dx[ + ... 4- p'n dx'ny 
et toute équation de la forme 

F (2, Xp ..., X,, p,, ..., p,) = 
se change en une nouvelle équation de même forme 

r I ^z , X|, ..., x„, Pj, ,.., p„^ = u. 

Toute intégrale de la première équation F = donnera donc, par la 
transformation précédente, une intégrale de la seconde équation 
F, = 0. En particulier, si on applique cette transformation à l'inté- 
grale représentée par les équations (9) et (10), il est clair qu'il y 
aura une seule relation entre c', xj, ..., xi^; la fonction z' sera donc 
une intégrale proprement dite de l'équaticin du premier ordre 



r / . , àz' , dz' 

\ dXj oXk-.\ 



dz' _ Jz^ , ,. , . àz' 

(/Xj oXk—x uXk 






2« Si les g équations (11) ne renferment pas les variables p,, 
..., p., on obtient immédiatement toutes les intégrales communes. 
Il suffit d'ajouter aux équations (11) s équations arbitraires entre r, 
X,, ..,, x^ (g -I- s < n 4- 1) et de prendre la multiplicité M^ déduite 
de la multiplicité ponctuelle ainsi obtenue. 

3<* On peut trouver, sans intégration, toutes les multiplicités M 
dont l'ordre est inférieur à n et dont les éléments vérifient une 
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équation F = 0. En effet, pour former une multiplicité M,_i véri- 
fiant F = 0, prenons une multiplicité quelconque M.; si les éléments 
de M, ne vérifient pas F = 0, en ajoutant Téqiiation F = aux 
équations qui définissent M. on aura une multiplicité M.^i; si tous 
les éléments de M^ vérifient F = 0, il suffira d'adjoindre aux équa- 
tions de M. une équation arbitraire 9=0. 

Plus généralement, on a, sans intégration, toutes les multipli- 
cités M d'ordre inférieur ou égal an — q vérifiant les équations (H). 
Prenons, en effet, une multiplicité quelconque M, et adjoignons- lui 
les équations (14): en général, on aura ainsi une multiplicité M,_,; 
si cette multiplicité était d'ordre 71 — g -t- /c, il suffirait de lui 
adjoindre k relations arbitraires pour avoir une multiplicité M,_^. 

91. La définition de Lie permet de généraliser la théorie des 
intégrales complètes. Considérons une multiplicité ponctuelle 



( M \'> •^l» *^ti •••» '^«J ^1» •••> ^a) "> 

fk \^y *^l> •^f> •••) *^nJ ^l> •••> ^a) ^^ "> 



\ 



d'ordre n 4- 4 — fc, dépendant de h paramètres arbitraires «j, a,, 
..., a^ (/i;< 71). De celte multiplicité ponctuelle on déduit une multi- 
plicité M, bien déterminée, définie par n 4- 1 équations qui contien- 
nent les h paramètres a^, ..., a^. L'élimination de ces h paramètres 
conduira en général à n 4- 1 * — h relations distinctes entre 2, Xj, 
..., x„, p^, ..., p^y et nous allons voir qu'on pourra obtenir l'intégrale 
générale de ce système d'équations simultanées au moyen des fonc- 
tions f^y ..,, fl;. 

Supposons (^) les équations de la multiplicité ponctuelle résolues 
par rapport à z, a'j, a:,, ..., Xt-u 

Z = y (JC^., X^+ly ..., X^y flj, ..., rt^), 

/^0\ ) *^l "^ Vl V*^A> •^A.-f.l) •••» ^ji> ^p •••> ^h)y 

Xk^i =z ^t-i {xty Xk+\y ..., x^, ap ..., a/k); 
pour avoir la multiplicité M, à laquelle elle appartient, il faut 

(1) C'est uniquement pour simplilter les ealculs que nous Taisons cette hypothèse; le 
raisonnement s'étend de lui-m^me au cai^où les équations ne sont pas résolues» coniine ou 
le verra an chapitre suivant. 
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adjoindre à ces équations les suivantes : 

à±_ ^ _» ... __ p^__j ^^*"' — «^ = 0, 
âxt àxj, "* ^ dx,, 

(13) : 

L'élimination de Oj, a,, ..., a^ donnera, par hypothèse, (n -4- 1 — ^) 
relations distinctes seulement 

• ( ""^ I \^> *^v •••' *^"> i^i' •••» P») "~" ^> 

(1*) — •• 

\ F„4.i«^ (z, Xj, ..., x^y Pj, ..., p») — 0. 

Le système des équations (8) et (44) peut donc être remplacé par le 
système des équations (8), (12) et (13)^, pourvu qu'on regarde dans 
ces dernières a^, ..., a^ comme des inconnues à déterminer. Des 
équations (12) et (13) on tire, en différcntiant, 

dz — Pj dx^ — ... — p, dx^ = 6, da^ + ... -h ?>* daj^^ 

où on a posé 

^' = j;r "~ ^i j:; — ••• "" ^*-» ":ii:r" 

On est donc ramené à la recherche des solutions communes aux 
équations (12), (13) et (15) 

(15) h^ da^ 4- ... 4- b* da^^ = 0. 

On peut satisfaire à Téquation (15) de plusieurs manières : 
lo En prenant 

on retrouve alors l'intégrale d'où on est parti, que nous appellerons 
Vintégrale complète. 
2" En posant 

bj = 0, ..., h,^ = 0. 
L'élimination de a,, ..., a^ entre ces équations et les relations (12) 



236 LE«.:ONS SL'R L&i ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

et (13i conduit à une solution qui sera encore appelée intégrale 
singulière. 

d^ Si toutes les quantités hg ne sont pas nulles à la fois, l'équa- 
tion (\o) expn'me qu'il y a au moins une relation entre les variables 
Op ..., a^. Supposons qu'il y ait I relations (I ^«c h) 

l ttj = CT| (af+i> ..., a*)» 

(i6) 

î a, = ij, (ai+i, ..., a*), 

en portant ces valeurs de a,, ...^ a, dans Féquation (15), il vient 

h^ - — i- 4- ... -♦- 6, h 6f+i = 0, 



l ^* c^ai+i ' ^a/+i 



Les équations (12), (43), (16) et (17) sont au nombre de n -*- 1 -4- /i 
et contiennent 2n 4- 1 -+- /* variables; il reste donc bien n variables 
indépendantes. L'intégrale, ainsi obtenue, qui dépend des fonctions 
arbitraires a^ ..., ni/, est l'intégrale générale. 

Cas particuliers. — 1» Ai = n, & = 1. On retrouve la théorie 
de l'intégrale complète de Lagrange. 
2? h =z îiy k = n. Considérons la courbe 

= = *(^«. «n •••»«.)» 



x,«i = •%«! (jr„ a,, ..., a.). 



Pour appliquer la méthode générale, il faut éliminer Op a,, ..., o, 
enti-e ces équations et la relation 

On trouve donc une équation linéaire, et la méthode d*intégration 
que Ton déduit de ce qui précède est identique à la méthode du 
chapitre II. Nous voyons ainsi que les équations linéaires sont cai'ac- 
térisées par cette propriété d'admettre une intégrale complète repré- 
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senfée par n équations entre les variables z, x^, ..., x, ou, si l'on 
veut, formée par des coui bes et rensefnl>le de leurs plans tangents. 

Dans le cas de u = 2, nous avons ainsi deux catégories d'équations , 
les équations générales et les équations' linéaires. Si n est supérieur 
à 2, nous aurons en outre n — 2 catégories d'équations intermé- 
diaires, qui disparaissent pour n = 2, obtenues au moyen d'une 
intégrale complète représentée par 2, 3, ..., n — 1 équations entre 
z, x„ ..., x,. Supposons, par exemple, qu'on prenne n — 1 relations 
entre ces variables, 

z =1 d; (ac._i, ac^, a^, ..., a„), x^ = ({^i {*Ch—\j •••)> •*•> 

^ on obtiendra l'équation aux dérivées partielles correspondantes en 
éliminant a,, ..., a. entre ces relations et les suivantes 

âXn-,1 àx^-i ^ àXn-l 

Si on tire a^, ..., a«_i des premières équations et qu'on les porte 
dans les deux dernières, on aura deux équations linéaires entre 
lesquelles il faudra encore éliminer a^. Remarquons que ces deux 
équations linéaires ne sont pas quelconques; elles admettent une 
intégrale complète commune dépendant des n — l constantes 
arbitraires ap ..., a^-i. De même l'équation provenant de h relations 
entre z, Xp ..., x^ s'obtiendra en éliminant n — h constantes entre 
n — h -hi équations linéaires qui admettent une intégrale commune 
dépendant de h constantes arbitraires. On a donné à ces équations 
le nom d'équations semi-linéaires. On aura de même des systèmes 
d'équations semi-linéaires en partant d'une intégrale complète repré- 
sentée par plusieurs équations entre z, Xj, ..., x^ et dépendant de 
moins de n paramètres arbitraires. 

92. Étant donnée une équation 

F {z, Xi, pt) = 0, 
nous appellerons encore caractéristique tout système simplement 
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infini d*éléinents satîsikisant aux équations diflerentielles 

<^-g»__ —àpt _ dz 

P. A4 -h PiZ P,pj -h ... -h P.p. 

Il est aUé de montrer que toute intégrale est un lieu de caractéris- 
tiques. Nous avons donné deux démonstnitions de cette proposition 
dans le cas de l'intégrale ordinaire. La. démonstration basée sur la 
considération de Tintégrale complète (§ 52) s'applique mot pour 
mot aux intégrales nouvelles de M. Lie. Le seul emprunt que Ton 
fasse à la théorie générale est le suivant : toute équation du premier 
ordre admet une intégrale complète, représentée par une seule équa- 
tion entre r, x^^ ..., x,. La seconde démonstration que nous avons 
donnée f| 51) ne s'applique qu'aux intégrales ordinaires; mais il 
suffit de faire la transformation indiquée (§ 90» pour être ramené à 
ce ca<, car cette transformation ne change pas le système d'équations 
diflerentielles des caractéristiques^ comme il est aisé de s'en ren«lre 
compte. 

Soient 

Xi = fi (e, r% x.\ pi\ 

z =f (t, r% x*, pi). (i, A- = 1, 2, ..., n), 

les équations de la caractéristique issue de l'élément r*, x*, />f « 

vérifiant la relation 

F (r% x;, pS) z= 0. 

Ces valeurs initiales étant des fonctions de v variables indépendantes 
II,, ..., U.J on a. d'après un calcul déjà fait (p. 117), 

F (r, x„ p,) = F (z% X?, p!) = 0, 

-Czét 
dz — p^dx^ — ... — p,dx.=:(tfr*— pjdxj — ... — p!dxi)e "^^ , 

la lettre d désignant les diflerentielles quand /. ti^ ..., ff, varient, ce 
qui peut s'énoncer ainsi : Si on considère une multiplicité M> dont 
tous les éléments véiH fient la relation F = 0, /f lieu des caracté- 
ristiques issues des éléments de M^ est une multiplicité M, en 
général d'ordre v + I7 dont tous les éléments vérifient la même 
relation. 
L'int^ration est donc ramenée à la détermination des multiplicités 
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M,_i dont les éléments vérifient la relation F = 0, ce qui se fait 
sans aucune intégration (§ 90). Il y aura encore exception pour les 
intégrales qui vérifient les relations X,. 4- i?» Z = 0, P.. = 0, que 
nous appellerons toujours intégrales singulières. 

93. Considérons maintenant un système de \l équations du premier 
ordre 

(18) F, =0, F, =0, ..., F{*==0, 

que nous supposons, bien entendu, distinctes et algébriquement 
compatibles. 

Théorème. — Lorsque deux équations du j:remiei* ordre 

F = 0, H = 
ont une intégrale commune, cette intégrale vérifie l'équation 

[F, H] = 0. 

La démonstration donnée plus haut (§ 65) ne s*app1ique qu'aux 
intégrales proprement dites; la suivante est générale. 

Soient M„ une intégrale commune et z, a;,-, p^. un élément de cette 

intégrale. Par cet élément passe une courbe caractéristique de F = 

située sur M., et dont tous les éléments vérifient, par suite, les deux 

équations 

F = 0, H = 0. 



Le long de cette caractéristique on a 

dXi dz — dpi 



dV~ dV 
dp, ^' dp, ^ 


dV 

- -^ "' àp. 


ôF ÔF 
âx,'^^'''àz 


ainsi que 




» 


dU-^^dz. 


4- > -T— dX: 


•+->.T— dpt- 



= dt, 



En remplaçant dz, dac,., dpf, par leurs valeurs dans la seconde 

équation, on trouve que tous les éléments de cette caractéristique 

vérifient la relation 

[F, H] = 0, 
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et, par suite, tous les éléments de M. vérifient celte reUtion puisque 
nous avons pris un élément arbitraire de M. comme élément initial. 
Il est clair que la proposition est encore vraie si M. est une intégrale 
singulière de F = 0. 

Ceci nous montre que nous pourrons adjoindre au système (18) 
toutes celles des équations 

[F,, FJ = 0, (t, A: = i, 2, ..., ;i), 

qui sont distinctes des premières. Mais on pourra toujours s'arranger 
de façon qu'en continuant de la sorte on arrive soit à un système 
incompatible, soit à un système en involution. Supposons, en eflet, 
qu'on puisse résoudre certaines de ces équations par rapport à r« ;;,, 
..., p, et qu>n portant ces \'aleurs dans les autres équations on 
obtienne des relations ne contenant plus que des quantités Xg. Je dis 
que ces relations seront résolubles par rapport à ]k — s — 1 des 

quantités x^^i^ x,^.« jr.. En effet, supposons que cela ne soit 

pas : on pourrait alors tirer de ces i^elations une équation ne contenant 
que X|, ..., x«, telle que 

Xj = ^ V"^!» ^»» •••» ^»)' 

En portant cette valeur de x^ dans Téquation qui donne P|, on 
aurait 

Pi = ; (Xj, ..., x^, Pa-k-u ••-» P«)- 

Formons Téquation 

[Pt — ?' J^t — ^] = ^' 
elle se réduit à 

1=0; 

le système proposé serait par conséquent incompatible. Supposons 
donc qu'on ait résolu les dernières relations par rapport à x.^i^ 
^t-^iy '••* 'l'aL- û ^ système (18^ prendra alors la forme 

r = / \^%y '^tf •••> ^*9 ^^y ""7 '*'■> P«-n> •••> Pu}* 

* Pi^^ fi {^i? -^t» *••» '«^ ^^y •••> "^a* P»-^iy --•»P«}? 

Xt^4 3= 5^ \X^n Xj, ..., X,, Xji, ..., X^, 

(t = 1, 2 su «* = i,i ..., ti — s — i>. 
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et nous pourrons le remplacer par le système équivalent 

( ^ — / - ^1 (Pi — A) — - — ^- (p. — A) = ^y 

[ x, + i — ç, =0, ..., Xjx-i — Ç|x-,«i=:0. 

Si on forme les crochets de ce nouveau système, on constate qu'ils 
ne contiennent aucune des variables Zy p^y «ifsPo ^f-i-19 ««m X{&.i. 
Si donc ces crochets ne sont pas identiquement nuls, ils ne pourront 
pas donner des équations qui soient des conséquences des précédentes. 
On résoudra; comme précédemment, les nouvelles équations par 
rapport à un certain nombre des variables qu'elles contiennent et, 
en continuant de la sorte, on arrivera soif à un système incompatible, 
soit à un système pour lequel tous les crochets sont identiquement 
nuls, c'est-à-dire à un système en involution. 

94. Soit donc , 

(20) F, = 0, F, = 0, ..., F« = 

un système en involution de m équations distinctes. Supposons qu'il 
existe une intégrale commune M. et soit e un élément de cette 
intégrale. Par e passe une courbe caractéristique C^ de F^ = dont 
tous les éléments sont situés sur M,. Soit alors e' un élément de C, : 
par e' passe, de même, une caractéristique C, de F, = et l'ensemble 
de toutes les caractéristiques C, issues des divers éléments e' de C^ 
forme une multiplicité M, située sur M^. En continuant de la sorte, 
on arrivera finalement à une multiplicité M^ située sur M., passant 
par Télément e, obtenue par la superposition successive des caracté- 
ristiques des m équations (20). Nous désignerons celle multipli- 
cité M'm sous le nom de multiplicité caractéristique du système (20) 
et nous pourrons énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — Toute intégrale qui passe par un élément e 
contient la multiplicité caractéristique M,^ issue de cet élément, 

V^oici comment les multiplicités caractéristiques seront définies ana- 
lytiquement. Considérons le système complet d'équations linéaires 
suivant : 

m) [F„<h] = 0, ..., [F.,«1)] = 0. 

G. LecOHt, 10 



212 LfjjySS SUR LES ÊC»l'AT10N> AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

Je dis que. si ♦,, ♦^ .... ♦^...,«-,.1 sonl<2ii — 2fii -h iiinUgnles 
distinctes et diflerentes de F^ F.« le srstèffle d'équations 

^22; F,=0 F.=0, 4^, = C,, ..., 4^,._,.+i=C,.-.,.-,.., 



oà Cj Cs«.».^i dési-TTient des constantes arbitraires, représente 

les multiplicités caraclënstique& En effet, les équations (S) défi- 
nissent une multiplicité à m dimensions eomposée de oourbes 
caraetéristiqiBes de chacune des équations (âOi (j| 38), car les courbes 
caractéristiques de Téquation F^ = sont identiques aux caracléns* 
tiques de Féquation linéaire 

[F,, ^] = 0. 

D'ailleurs, par tout élément r*« x*, pî pris sur une intégrale, c*^-à- 
dire sati^taisant aux relations 

F* — F* — 

il pasfe une multiplicité « 22 1 dont les équations sont 

Ceci suffit à prourer l'identité des multiplicités caraclênstiqQes aTec 
les multiplicités (22). Puisque toute intégrale est un lien de multi- 
plicités caradérisliquesy il suffira d'associer convenablement ces mul- 
tiplicités caractéristiques < 22) pour avoir toutes les intégrales. Appelons 
multipliciié intégrale toute multiplicité M, dont les éléments vérifient 
les équations (20; ; nous a%x>ns alors le théorème suivant : 

Théorème. — Vensemhle des caractéristiques de Véquation 
F| = 0, issues des divers éléments d'une multiplicité intégrale M^, 
forme une nouvelle multiplicité intégrale M,^i. 

Il est d*abord évident (§ 92) que M>4. i sera une intégrale de F^ = 0; 
d'ailleurs, puisqu'on a 

[F|, F.l = 0, (i = 2, 3, ..., m), 

tous les éléments d'une caractéristique de F| = vérifient TéquatioD 
Fj = C^ et, comme tous les éléments de M> satisfont à F,- =r 0, on 
en conclut que tous les élémenU de M,^i satisfont aussi à F,- ^= 0. 
Cela posé, sijit M,«« une multiplicité intégrale du système (3»>) : 
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Tenseinble des courbes caractéristiques de F| = issues des divers 
éléments de M,_« formera encore une multiplicité intégrale M,««^.i ; 
de même, toutes les caractéristiques de F, = issues des éléments 
de M.«a4.i formeront une multiplicité intégrale M».,,^, et> en 
continuant de la sorte, on arrivera finalement à une intégrale M.. 
Ceci revient à dire que le lieu des multiplicités caractéristiques Ml, 
issues des divers éléments de la multiplicité intégrale Mi,_m, forme 
une intégrale M. du système (20). D'ailleurs, il est clair que toute 
intégrale M, s'obtiendra par le procédé qui vient d'être indiqué, car 
si on prend sur M. une multiplicité an — m dimensions, ce sera 
une multiplicité intégrale M»^» et les multiplicités caractéristiques 
issues de tous les éléments de M^^m donneront évidemment M.. On 
voit donc que toute intégrale du système (20) sera représentée par les 
équations (23) où z% xfyp! désignent des fonctions de n — m 
variables indépendantes vérifiant les relations 

(24) Fî=0, ..., Fi=:0, 82* — pîSxî — ... — p;îx;=o. 

La détermination de Vintégrale générale des équatioiis (20) 
revient donc à trouver la multiplicité intégrale M«_„, la plus 
générale, et ce problème, comme nous l'avons vu, n'exige aucune 
intégration (§ 90). 

95. On satisfait aux équations (24) en prenant pour z*, Xt des 
constantes et çouv pi des fonctions de (n — m) variables satisfaisant 
aux équations Ff = 0. Le lieu des multiplicités caractéiistiques 
issues d'un point est donc une intégrale. Ce sera, d'ailleurs, une 
intégrale complète du système (20), si on donne à m des cons- 
tantes z*, 0^^ des valeurs déterminées. 

Comme application de la théorie générale, proposons -nous de 
déterminer une intégrale, au sens ordinaiœ du mot, qui, pour des 
valeurs données de x^y ..., x^j se réduise à une fonction donnée 
de Xm4-19 '"9 x^. Remarquons d'abord que les équations de la 
multiplicité caractéristique issue d'un élément peuvent être mises 
sous une forme plus commode pour la discussion. Soit z^, Xi, pi un 
élément tel que pour cet élément 1^ déterminant 

D(FpF„...,FJ 
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soit diiïérent de 0. On pouira alors, dans le domaine de cet élément, 

résoudre les m équations (24) par rapport à - — » •••> - — > et on 

remplacera le système complet (21) par un système jacobien, résolu 

par rapport à - — ? •••> Ce système jacobien, comme nous 

savons, admettra un système d'intégrales holomorphes dans le voisi- 
nage de z®, xf , pi qui, pour x^ = xj, ..., sc^ := aci se réduiront à 
2« J?m-»-i9 •••> ^»9 Pi9 --M Pu- En égalant ces intégrales à z^yxi^^i^ 
..., pï et résolvant les équations ainsi obtenues par rapport à z, x^^u 
...,p., on aura les équations de la multiplicité caractéristique sous 
la forme suivante, x^, ..., x^ désignant les variables indépendantes : 

(25) j z = f (x„ ..., X., z\ x;, pî), 

Pi =^ ^kX^it --M ^«1) ^ 1 ^Al P»)> 

(t =2 i, 2, ..., n — Mj)? (^ = ^^ % •••> **)• 

Pour trouver l'intégrale qui, pour Xj = aj, x, = a,, ..., x. = a., 
se réduit à une fonction holomorpbe 4> (x»^.i, ..., x,) dans le domaine 
du point a.^.1, ..., a., nous prendrons comme variables x^^.], 
..., xi. Nous aurons alors les valeurs initiales suivantes : 

Xj ^^^ {ï|, •*., Xai — flgi, «Z^m-f-l -— ^« + 1? •••? «^B — ••a» 

et les valeurs de p^, ..., p. se déduiront des équations Y\ = 0, 
..., F* =0; nous supposons que pour ces valeurs le déterminant 

D (F„ ..., F ) ^^^ jjjy^^^^ j^ ^^ 

i>(Pi -jP-.) 
L'intégrale cherchée sera représentée par les équations (25) où lei^ 

variables indépendantes sont Xp ..., x., 11.4.1, ...9 u^^. Le détemoîk- 

nant fonctionnel 

D(u,+i, ..., tt.) 
se réduit à l'unité pour 




A 
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• 

car Xt^^i se réduit à tim+i pour x^ =z a^^ ..., a:^ = a^. On pourra 
donc résoudre les équations x^+i = f. par rapport ii u^+i, ...^ u^ei 
en portant ces valeurs dans l'expression de z, on en tirera pour z 
une fonction holomorphe de x^ ..., x,» dans le domaine du point a^ 
..., a,. La proposition précédente donne, comme cas particulier, le 
théorème énoncé à la page 179 (§ 71). 

96. La méthode d'intégration précédente est une généralisation 
directe de la méthode de Cauchy. Elle conduit d'ailleurs aisément à 
la méthode de Jacobi sous sa forme générale (§ 65). 

Considérons, en effet, un système de n équations en involution 

F, = 0, F,=:0, ..., F,=0. 

Dans ce cas, les multiplicités caractéristiques sont à n dimensions et 
se confondent avec les intégrales elles-mé'm&s. Il suffira donc de 
trouver la dernière intégrale du système complet 

[F.,*] = 0, ..., IF.,.I»] = 0. 

On conclut de là que, si on a un système en involution de 
n H- 1 équations distinctes Fj, ..., F^+i, les équations 

F| = «i, ..., F^ = a», Yn^i = an+i 

représentent une intégrale commune de ce système de n -h i équa- 
tions. Cette intégrale, si on y regarde a^+i, ..., a«^.i comme des 
constantes arbitraires, est une intégrale complète du système des 
m équations 

par conséquent, l'intégration de ce système est ramenée à la détermi- 
nation de n — m -f- i fonctions F|^^.i, ..., F„^.i, formant avec les 
premières un système en involution de n + 1 fonctions distinctes. 
On voit de plus, d'après ce qui précède, qu'il n'est pas nécessaire de 
jwuvoir résoudre les (n -+- i) équations F, = a, par rapport à Zy p^, 
- ••» Pn'y nous n'avions fait qu'indiquer rapidement^ comment on 
pouvait se débarrasser directement de cette restriction. - 

On peut même aller plus loin; si, en^^pliquant la méthode de 
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Jacôbi au système en involution 

(20) F, =ap ..., F, = a., 

on arrive à un système en involution 

dont on puisse déterminer les caractéristiques, c'est-à-dire tel qu'on 
puisse intégrer le système complet 

le problème sera résolu, car une intégrale complète du dernier 
système contenant en outre les constantes a^ + i, ..., Om^» donnera 
évidemment une intégrale complète du système proposé. L'intégration 
étant commencée par la méthode de Jacobi, on pourra, à chaque 
instant de l'opération, abandonner cette méthode et appliquer celle 
des caractéristiques si elle est plus avantageuse. La remarque avait 
déjà été faite (§ 69), mais seulement pour les équations où z ne 
figure pas. 

La théorie générale des mtjUtiplicités caractéristiques permet, 
comme on voit, de déduire d'un même point de vue les différentes 
méthodes d'intégration. 

97. Pour simplifier la théorie générale, nous avons laissé de côté 
certains détails sur lesquels il est utile de revenir. En définitive, 
toute la théorie repose sur cette proposition fondamentale que toutes 
les intégrales d'un système en involution de m équations qui ont 
un élément commun en ont x*" de communs. Examinons sous 
quelles conditions précises ce théorème est exact. Soient 

F, = 0, ..., F, = 

un système en involution de m équations distinctes et 

le système complet correspondant. Je dis d'abord que les m équations 
de ce système sont linéairement distinctes ; pourqu'il en fut autrement, 
il faudi'ait que tous les déterminants d'ordre m contenus dans le 
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tableau rectanjjulaire 



(T) 



dF, 
dx, 


dx^ âp^ 


Ûp. 






•"9 , ) " » 





do-^ dx„ c?i>i (^/)^ 

soient nuls identiquement. S'il en était ainsi, des m équations 
dF, 



dF, 



(dz — p, dic, — ... — p, djc,) 



âz 



dF. 
dx, 



dF< . dF, ^ dFi _, 

... + j — dx, 4- -T — dp. -f- ... H- -r — dp 
dx, » dp, '^^ dp. ^ 



■9 



(t = 4,2, ..., m), 



on pourrait déduire une relation linéaire entre les premiers membres 

X, dFj -h ... -h A^ dF« — jx (dz — 19^ dx^ — ...—;?„ dx„) = 0, 

X|, ..., Xm> h* n'étant pas tous nuls. Or, une telle relation est 
impossible; si |jl était nul, on en déduirait que les fonctions Fp ..., F^ 
ne sont pas distinctes, contrairement à Thypothèse. Si {jl n'est pas 
nul, des relations F^ = a^, ..., F^ z= a,», où a^, ..., a^ sont des 
constantes quelconques, on déduirait 

dz — p^ dx^ — ... — p^ dx^ = 0, 

ce qui est évidemment absurde puisque cette dernière relation exige, 
nous Tavons vu (§ 89), n + 1 relations distinctes au moins entre les 
variables z, Xj, pt.. Nous laissons de côté le cas où rw = n 4- 1, pour 
lequel la question ne se présente pas (*). 

Il pourrait se faire que tous ces déterminants, sans être identi- 
quement nuls, soient nuls en tenant compte des relations F^ = 0, 
..., F^ = 0. C'est ce qui arriverait, par exemple, pour une seule 
équation dont le premier membre serait un carré parfait. Cette 
circonstance pourrait se présenter si le système n'avait pas été mis 

(1) Si m = « -»- 1, tous les déterminants d'ordre w du tableau doivent ôtre nuls, et le 
système IFt, <|>] =0, ..., |Fn4.i, <M = doit se réduire à n équations. Autrement on 
aurait un système complet de {« + 1) équations à (2« + 1) variables admettant {« + 1) iulé- 
gralos distinctes. 
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SOUS la forme la plus simple, mais il n'en sera pas ainsi si le système 
a été mis sous la forme (19). Nous laisserons de côté ce cas exceptionnel. 
Cela posé, soit r*, a*?, pS un élément pour lequel tous les déter- 
minants précédents ne soient pas nuls ; par exemple, supposons que 

I>(Pt» -yPm) 
soit différent de zéro. On pourra résoudre les m équations du système 
complet par rapport à - — » •••> - — et le transformer en un système 
jacobien 

(27)1 



a, 



dx^ ■ âx^^.1 ■ âx^ âz ' dp^ ' àp^ 

les coeflicients a^ h^ c étant holomorphes dans le voisinage des 
valeui-s z*y xf , p». Ce système jacobien peut, à son tour, être remplacé 
par un système d^équations aux différentielles totales 

dx^^.1 = aî, + i dx^ 4- ... -H aâ^.i dx., 



dx, ^ al dx^ 4- ... 4- a^ cfx., 
(28) { dz = 6* dxj -♦-...-+-&■ dx^y 

d/>, =. c\ dxj + ... 4- c7 dx^y 



dp^ = ci dX| 4- ... -♦- C ^•''■î 



il existe un système d'intégrales de ces équations correspondant aux 
valeurs initiales z*, xf , pi : 

Jr.+i=5,(x„...,x.,r*,x,%pf), ..., p.=<î'.(Xj,...,x.,s*,x?,p;), 

et, d'après les relations établies entre les systèmes jacobiens et les 
systèmes absolument intégrables d'équations aux différentielles 
totales (§ 35), les équations précédentes représentent précisément la 
multiplicité caractéristique issue de Télément r*, xf, pi. Cet le 
multiplicité est bien à m dimensions, puisque Xj, ..., x. sont de< 
variables indépendantes. Les raisonnements faits plus haul deviennent 
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alors parfaitement rigoureux et on peut affirmer que toute intégrale 
du système proposé qui contient l'élément z®, xf , pj, en contient 
une multiplicité d'ordre m, issue de celui-là. 

L'application de la méthode générale donne encore lieu aux 
remarques suivantes : 

I. — L'intégration du système en involution proposé 

F, = 0, ..., F, = 

est ramenée à l'intégration du système d'équations aux différentielles 
totales (28); d'après la manière même dont on a obtenu ce nouveau 
système, il admet les intégrales premières 

■1^1 --^ ^1» •••> ^m ^-— ^m? 

dont on peut se servir pour diminuer de m unités le nombre des 
fonctions inconnues. Si on obtient l'intégrale générale de ce système 
complètement intégrable (28), on aura intégré par là même toutes les 
équations (26), où Op ..., a^ sont des constantes quelconques. Mais 
si on veut intégrer seulement les équations proposées (20), on pourra 
profiter de cette circonstance en faisant a, = a, = ... = a^ = 
dans la transformation précédente. Dans le cas où le système proposé 
est de la forme (19), les deux systèmes (20) et (26) sont équivalents; 
mais si le système en involution proposé est quelconque, son inté- 
gration constitue, en général, un problème plus simple que celle du 
système (26). 

n. — Étant donné un système en involution de m équations 
linéaires par rapport aux variables p^., on voit facilement que les 
coefficients a et b dans les équations (27) et (28) ne dépendent que de 
r, x,, ..., a?.. De tout point (z®, xj, ..., xi) il part donc une infinité 
de multiplicités caractéristiques, mais toutes ces multiplicités caracté- 
ristiques ont en commun une multiplicité ponctuelle d'ordre m que 
Ton obtiendrait en intégrant le système complètement intégrable 

dxjn^i = oi^., dx^ -h ... -H aS+i (ix„„ 



dx^ = al dx^ + ... + a" dx„„ 
dz 1= 6* dx^ -h ... -4- b"' dx,^. 



ffiO ld;:i:»ns scr les équations ai'ï L'Ériyées PAirriEUXs- 

SoU P^ oe4!e multiplicité ponctuelle; rinté^raie, lieu des mnltîpUdtés 
caractéristiques issues du prâit (z^^ x% ..., xi)y se composera 
Décessaiiement de la multiplicité P« et de Fenseinble de ses plans 
tangeots. Ceci nous eiplique pourquoi, dans nnté^^rration des systèmes 
d'équations linéaires, on n'a pas besoin de tenir compte des termes 
en pj, ..., p, dans les équations diflerentielles des caractéristiques. 

Tout système en involuUon de m équations linéaires admet, par 
oofMéquent, une intégrale oomplèle représentée par n + i — m 
relations entre les variables r, x-i si les équations de œ système 
dépendent en outre de m — 1 constantes arbitraires, Télimination 
de ces paramètres conduira à une équation semi-linéaire fj 91 ). 

ni. — Si tous les déterminants obtenus en prenant m colonnes 
dans le tableau iT» sont nuls pour les coordonnées r*, xf, pi d*un 
élément, le théorème fondamental peut être en défaut pour cet 
élément. Considérons, par exemple, le système en inrolutioo de 
deux équations 

F, < p, q. z — px — qy"i = 0, F, ip. q.z — px — qy) = 

dont la première exprime que le plan 

Z — r — p <7[ — X » -♦- g ( Y — t/ ) 

est tangent à une certaine surfixe non déreloppable Z|, tandis que la 
seconde exprime que le même plan est tangent à une autre $urÊH% 
non développable Z,. Soient P un plan tangent commun à ces deux 
surfaces, M et M* les points de contact et m un point du plan P. 
Supposons d'abord que le point m ne soit pas situé sur la droite MM' ; 
de Télément formé par le point m et le plan P part une caradèriâ- 
tique de la première équation, à savoir la droite Mm; d'un point 
queloi>nque id' de cette droite Mi» part une caractéristique de la 
seconde équation, la droite M*i/)*. L'ensemble des droites M' m' 
forme une multiplicité caractéristique à deux dimensions, le plan P 
lui-même. Si, au contraire, le point m est sur la droite MM', les 
droites i>iM, m'M' se réduisent toutes à la droite MM'; la multiplicité 
caractéristique se réduit à une multiplicité à une dimension. Pour 
un point m pris sur la droite MM\ les cônes < T » et \T) rdatifs aux 
deux équations seront tangents suivant la droite MM' et on vériGe 
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immédiatement que tous les déterminants d'ordre 2 du tableau 
rectangulaire sont nuls. 

La théorie générale ne s'applique donc pas aux intégrales pour 
lesquelles tous les déterminants d'ordre m du tableau (T) sont nuls. 
Nous les appellerons intégrales singulières, nous réservant de 
montrer dans le chapitre suivant que les intégrales appelées plus 
haut singulières (§ 91) satisfont bien à ces conditions. Il est à 
remarquer que toute intégrale singulière d'une équation du système 
est une intégrale singulière pour le système; mais la réciproque n'est 
pas vraie. Ainsi, dans l'exemple de tout à l'heure, la développable 
circonscrite aux deux surfaces 2^ et 2, est une intégrale singulière 
pour le système des deux équations, sans être une intégrale singulièi-e 
d'aucune d'elles. 

La recherche des intégrales singulières se ramenant à une question 
générale déjà traitée, la recherche des intégrales communes à 
plusieurs équations, nous ne nous y arrêterons pas davantage. 
Remarquons seulement qu'en se bornant, pour fixer les idées, au 
cas d'une seule équation, les raisonnements employés dans le cas de 
trois variables prouvent que^ si la fonction F n'a pas été prise d'une 
façon particulière, l'équation F = n'admet pas d'une manière 
normale d'intégrale singulière. 

Pour traiter ce sujet plus complètement, il faudrait étudier les 
relations de contact des intégrales singulières avec les autres inté- 
grales ; ce point exige des discussions très délicates que l'on trouvera 
dans le beau Mémoire de M. Darboux, pour le cas d'une seule 
équation. 

96. M. Sophus Lie a présenté la théorie générale sous une forme 
un peu différente, au moyen d'une notation nouvelle que nous allons 
faire connaître. Si dans les deux équations 

V (r, Xj, ..., X,, pp ..., Pn)=Oy dz -pj dx^ — ... — p^ dx^ = 0, 

t) t) 

on remplace z par x«+i, p, par ^-^> •••> p^ par ^-^> la 

Pn^l Pn+l 

relation F = se change en une relation homogène et de degré zéro 
par rapport à p,, ..., ;i„4., et la seconde équation devient 

Pi rfxj -4- p, rf.r, 4 ... 4- Ph + i dXn^i = 0. 
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Changeons n en n — i et regardons x, yX, comme les coordonnées 

d*un point dans Fespaoe à n dimensions, et p^j ..., p. comme les 
ooonlonnées homogènes d*un plan passant par ce point 

Pi (^t — ^i'^ + • • + P. (X. — X.) = 0, 

le problème de l'intégration pourra être posé ainsi : Étant données 
q relations F^ = 0, ..., F, = 0, homogènes par rapport aux p., 
trourer une suite (n — 1) fois inGnie d'éléments vérifiant ces 
q équations ainsi que la relation 

p, dx^ + ... -h p. dx, = 0. 

La nouvdie notation a Tavantage d'être plus symétrique et elle permet 
en outre de tenir compte de certaines intégrales exceptionnelles qui 
disparaissent avec la définition ordinaire, comme un cylindre a^-ant 
ses génératrices parallèles à l'axe des r. 

Etant donnée une relation homogène par rapport aux p,-, les 
équations dififérentielles des caractéristiques prennent la forme symé- 
trique 

dxi — dp^ 



à Pi dxt 



(i, /r = l,2, ..., n), 



et la détermination de ces caractéristiques revient à l'intégration des 
équations simultanées 

(F,\) = 0, Vp.^=0, 

qui forment un système complet, comme il est aisé de s'en assurer, 
car la dernière équation peut s'écrire [r, V] = 0. 

La recherche des int^rrales communes à plusieurs équations 
revient à l'intégration d'un système en involution de la forme 

« 

la démonstration est la même que celle qui a été donnée plus haut. 
On peut simplifier ce système au moyen de la transformation suivante. 
Si on pose 

x^ = Xi (x[, ..., xl\ Pi = V j,; -4, (^k = i, 2, ..., n), 

^"^ a Xh 



hb.-. 
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la relation 

/>j dx^ -^ -" -h Pn dx^ = 
devient 

p\ dx\ -t- ... 4- pi dx'^ =z 0, 

et toute parenthèse (F, <l>),p se change identiquement en (F', ^'')x'p , 
F et 4>' désignant ce que deviennent F et <I> par la substitution 
précédente. La vérification directe de ce théorème n'offre aucune 
difficulté; il apparaîtra plus loin comme corollaire de la théorie 
générale des transformations de contact. 

Appliquons à notre système en involution la ti*ansformaiion 

X^ ^ Xp ...9 Xg =1: X^j ^«-4-1 = ^ê-^X 7a> '"j 

xfi = Xj4 — 6j4, apjl+i = Xjx^.|, ..., xi = X,, 



Pm=^p'. 



, dx't 



nous sommes conduits à un nouveau système en involution de la 
forme 

pi — H,. = 0, xl^i^=zOy ..., x|x = 0, (t = 4, 2, ...,s). 

Les parenthèses 

{p'i — H^, xi), {% = i, 2, ..., s; /c = s +■ 1, ..., ijl), 

étant nulles, on en conclut que le nouveau système ne contient 
pss pi+i, ..., p'^. On arrive donc à un système en involution de la 
forme 

Pi ^^^ /i> •••> Pê"^^ fê' . 

99. Puisque tout système se ramène à un système en involution 
de cette forme, il suffit de considérer un système 

Vi ^^ 11» •••» Pq ^^^ fq9 

OÙ /|, ..., fq sont des fonctions homogènes et du premier degré 
de j9,^.i, ..., telles que toutes les parenthèses 

{Pi — U Vk — fi) 
soient identiquement nulles. Le théorème fondamental de Lie se 
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déduit alors très aisément de la méthode de Mayer pour rinté^ration 
des systèmes jacobiens. En efTet, les multiplicités caractéristiques du 
système en involution précédent sont déterminées par l'intégration 
du système jacobien 



(p, - A, *) = 0, 



(p, - U *) = 0- 



Si on pose 



X, = a, + t, X, = a, 4- ty,, 



X. 



a. 



ty 



9^ 



ce système peut être remplacé (§ 30) par une équation unique 



ou 



ÎJ = A + !/«/• -«- - -+- î/f/f. 



et l'intégration de cette équation linéaire revient à celle de l'équation 
an — g -h 1 variables 



d\ 



^ V ^ / 

•Jl"^ ( ^ î/r •••» y». -r 






X. 



£^X 



ç-i-i 






Le théorème fondamental de Lie se déduit donc du théorème spécial 
de Mayer pour les équations linéaires et homogènes. Inversement, 
si on applique le théorème de Lie aux équations linéaires, on est 
conduit aux mêmes résultats que par la méthode >iii*ecté de Mayer (^). 



(t) Mayer, Die Ue'tcke laiefrmtioasmetkoée éer pmrtiellea DifrreaiiMi§leickuiiiem tntêr 
OrëMMMi [Mêikrmêlitckf Àmimien, t. VI. p. 162-192». 
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CHAPITRE XI 



Transformations de contact (^). 



100. Parmi les transformations des figures planes ou de» figures 
dans t'espace, on a d'abord étudié celles qui font correspondre un 
point à un point et qui, par suite, sont définies par des formules de 
la forme 

X = f{x, y, z\ Y = <p (x, y, z), Z = ^ (ac, y, z), 

Xy y, z étant les coordonnées d'un point de la première figure et 
X, Y, Z les coordonnées du point correspondant de la nouvelle figure. 
Nous désignerons une telle transformation sous le nom de transfor- 
mation ponctuelle. Il est aisé de voir que ces transformations ne 
changent pas les relations de contact. En d'autres termes, si deux 
courbes ou deux surfaces sont tangentes, il en sera de même des 
courbes ou des surfaces transformées, et même la transformation 
conserve Vordre du contact. 

On connaît depuis longtemps d'autres modes de transformations 
que les précédents, qui jouissent de la même propriété. Telle est la 
transformation par polaires réciproques. A tout point M de l'une des 
figures ne correspond pas un point déterminé de l'autre figure, mais 
bien tous les points du plan polaire P du point M par rapport à la 
surface directrice du second degré Z. Mais si l'on considère, avec le 



(^) Auteurs à consulter : Lie, BefrAniung einer Invarianten-Theorie der BerUhrungi-Tran»- 
formationeu (Uuthemaimke Ànnaten, t. V|||, p. 215-303); Théorie der T rans format iom- 
ifuppe» (Zweiter Absehnitt). — Mayer, Directe Begrtndung der Théorie der Berêhrungn- 
TrêHiformationen (Mathematische Annaten, t. Vllf, p. dOi-312). — Darhoiix, Sotution» ninyu' 
tifrex.eic, (J»et imparties); Sur Je problème de l'faj [Bulletin des Sciences mathématiques ^ 
l. VI. î« sciic). 
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point M, un plan r passant par ce point, il correspond au plan r un 
point m du plan P et toute surface tangente en M au plan r aura sa 
transformée par polaires réciproques qui sera tangente en m au 
plan P. Deux surfaces tangentes se changent donc en deux surfaces 
tangentes. De même, si sur la normale en M à une surface quelcon- 
que S on porte une longueur constante MM' = ly le point M' décrit 
une surface S' parallèle à la première. La position du point M' ne 
dépend pas seulement de la position du point M; elle dépend aussi 
de la direction du plan tangent en M à la surface S. Mais, si on 
considère deux surfaces S, S| tangentes en M, les surfaces parallèles 
seront tangentes en M' puisque, comme on sait, les plans tangents à 
deux surfaces parallèles en deux points correspondants sont parallèles. 
Il serait facile de multiplier les exemples. Parmi les transformations 
les plus simples jouissant de la propriété précédente, on peut citer 
encore la transformation dans laquelle on fait correspondre à un 
point d*une surface le pied de la perpendiculaire abaissée d*un point 
fine sur le plan tangent en ce point. 

101. Proposons-nous, d'une manière générale, de trouver toutes 
les transformations qui changent deux surfaces tangentes en deux 
surfaces tangentes, ou qui conservent les relations de contact. Soient 
Xj y y z les coordonnées d*un point d'une surface, py q les coefficients 
angulaires du plan tangent à cette surface, X, Y, Z les coordonnées 
du point correspondant de la surface transformée, P, Q les coefficients 
angulaires du plan tangent à cette nouvelle surface. Il est clair que 
X, Y, Z, P, Q ne doivent dépendre que de x, y^ ?» p> 7; les formules 
de transformation auront donc la forme sui\*ante : 



(i)j 



jX = /;(x,t/,z,p,g), Y = /;(x,î/,r,p,ç), Z = ^(x,y,r,p,g), 

Vne pareille transformation fait correspondre un élément à un 
élément, mais elle ne consene pas nécessairement le contact. Si le 
point (X, y, :) décrit une surface S, p et 7 étant les coefficients 
angulaires du plan tangent à cette surface, le point X, Y, Z décrira 
une autre surface S' et il faudra que P et Q soient les coeflicients 
angulaires du plan tangent à cette nouvelle surface, ce qui n*aura 
évidemment pas lieu si les fonctions fei^ sont quelconques. Pour 
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qu'il en soit ainsi, il faudra que l'on ait 

dZ — PdX — QdY = 0, 

toutes les fois que l'on a 

dz — p dx — g dy = 0, 

et, comme la première expression est une fonction linéaire de dx, 
di/, dzj dpy dçy ceci ne pourra avoir lieu que si on a identiquement 

dZ — P dX — Q dY = p (dz — p dx — g dy), 

p étant une fonction quelconque de x, y, z, j9, g, ne contenant pas les 
diUérentielles. 

Plus généralement, étant données (2n + i)variables z, x^ ..., x«, 
Piy •••? Pn et un système de (2n + 4) fonctions Z, X^, ..., X,, 
Pf) «'o P» ^6 ^^ variables, on dira que la transformation 

z'=Z, x\=Xi, pi = P*, (t, fe = 4,2, ..., n), 

est une transformation de contact^ si les fonctions Z, X,-, P|. satisfont 
identiquement à une relation de la forme 

dZ — Pj dX^ — ... — P^ dX, = p {dz — p, dx^ — ... — p^ dxj, 

p étant une fonction quelconque de z, x^ ..., x^^ p^y •.., J9,«. Une 
transformation de cette nature change une multiplicité M en une 
autre multiplicité M, mais il faut remarquer que la multiplicité trans- 
formée ne sera pas nécessairement de même nature que la multiplicité 
donnée. Ainsi, une telle transformation pourra faire correspondre à 
l'ensemble d'une surface et de ses plans tangents l'ensemble d'une 
courbe et de ses plans tangents. Par exemple, la transformation par 
polaires réciproques appliquée à une surface développable donne une 
courbe et, appliquée à un plan, donne un point. Remarquons dès 
maintenant que, si on a deu;^ multiplicités MJ formées de deux 
courbes et de leurs plans tangents, pour que ces deux multiplicités 
aient un élément commun, il faut et il suffit que les courbes aient 
un point commun. Si donc une transformation de contact change 
des surfaces en des courhes, elle changera deux surfaces tangentes 
en deux courbes qui se coupent et inversement. 

Il est clair que la transformation inverse d'une transformation de 

G. LeçoHMn 17 



cobUtct e^ ujji^ traiJi'^ibraAitJMk de cooiaKl et qoe U i>iijte «ie deux 
tmjif(rjrxi»tioa^ de coofact e^t encore aoe IruislonQJiioo de cootact ; 
ce^ inn^foniàaiiMjDS iormeni à(jioe un groupe. 

ICKL NcMs sofOf&es d^^oc conduits^ pour dêiennîiker toutes œs 
f ransformaiioDS, à résoudre Fèqualioii aux diflèrentieUes totales 

(^) dZ — P| dX^ — ... — P, dX, = p (dz — pj d Xj — ... — p, dx.), 

o«'i Z, X;, P^ p soDt de» fonctions à déterminer des 2n + i varia- 
Lkf«$ r« X,, pi^ Cette équation nous montre qu'il doit exister au moins 
une relation entre ien variables Z. X;, ;, x,, contenant Z et r. Suppo- 
isons. pour prendre le ca? g<fnéral. qu'il existe h relations distinctes 
entre ce« «ariables et h seulement 

^1 <Z, X., r, x.» = 0, 

' -2,4 < Z, X;, r, x,> z= 0, 

Téquation (2) derra être une conséquence des équations 

d\ = 0, ..., d6» = 0, 

c'est-à-dire qu'on devra pouvoir trouver h coefficients a^, >••, ^ tels 
que l'on ait identiquement 

dZ — Pj dXj — ... — P. dX, — p (dr — p, dxj — ... — p, dx.) 

= Xj d6, -t- ... -h X» dtj/jk. 

Ceci entraine les éi^ités suivantes : 



i 


= x, 


dZ 


+ ... 


+ 


^ dZ 


-p. 


= >., 




+ ... 


+ 




— ? 


= '•1 


dz 


+ ... 


+ 




pp. 


= x. 


à Xi 


+ ... 


+ 





<^) ^/ ^. (. = 1,2, ...,„), 



Les égalités (3) et (4) sont au nombre de 2n 4- 2 + /i et, en général, 
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détermineront les (2n -t- 2 4- /i) fonctions Z, X^, P„ Xi-, p en fonction 
de Zy Xi, Pi,, 

De ces équations on peut tirer immédiatement le système 

^1=0, ..., 4'A = 0, (i = l,2, ..., n), 

de n + /» + 1 équations qui ne contiennent que Z, X^ ..., X., 
X^, ..., Xv On tirera de là les valeurs de Z, X^ ..., X^, Xp ..., X;^ et, 
en portant ces valeurs dans les autres équations, on aura les valeui*s 
de P,, ..., P^ et p. 

Il n'y aurait exception que si les équations (5) étaient indéterminées 
ou incompatibles. On voit immédiatement que ces équations ne 
peuvent être indéterminées, mais il pourrait arriver qu'elles fussent 
incompatibles; cela arriverait si on pouvait éliminer Z, Xj, Xt entre 
ces équations et on obtiendrait une relation de la forme 

9 {^y ^iJ Pk) = 0- 

Ce cas exceptionnel écarté, on voit que les équations (3) déûnissent 
complètement une transformation de contact. Comme le nombre h 
peut prendre les valeurs 1, 2, ..., n -h 1, on voit qu'on aura 
{n •+■ 1) catégories de transformations à considérer. Dans le cas 
limite où h = ?i -h 1, les relations (3) déterminent complètement 
Z, Xj, ..., X,, et on a une transformation ponctuelle. Un autre cas 
limite très important est celui où h = 1. On a alors une seule relation 
entre les variables Z, X^, z, ac,-, 

^i (Z, X<, z, Xi) = 0, 
et l'équation (2) devra être équivalente à l'équation 

Ceci donne les conditions 

di\ c/'{/j ()^l^ âà^ 
d'L d\i dz âXi 
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cpii s'écrnreDt 

*^''* Pi + Tï^ = 0' rt = l,2,...,n); 



/ 






on liren Z« X, des équations 

i. = u. -^p,-.^ = o, 

à rûolQ> qu'on ne puisse climlner Z, X, entre ces éqiulions et ^A*^*"!»* 
une relation de la forme 

Mais alors îes équations précédentes montrent q je la relation ^^ = 0« 
ou on considère Z et X,- comme des constantes, donnerait une intê- 
p^ale de Féquation s = 0. Donc, pour que la fonction \ fournisse 
une transformation de contact, il faut et il suffit que la relation ^^ = 0, 
où on considère Z et X,- comme des constantes arbitraires, ne définisse 
pas une intégrale à n + 1 constantes d'une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre. (Test ce qui aura lieu, en géoénl, 
puisque cette fonction ^^ oc4itient < n + 1 1 constantes. 

Exemple. — Prenons les relations 

Z — r -h X, X, + .,. -h X^xa. = 0; 
on deira avoir 

dZ — Pj dX, — ... — P, d X, — p [dz — j?, cfx, — ... — />, dxj 
= X [dZ — dr -h X, dxj + x, dX^ — ... -h Xx dx» + x» dXa] 

-h Xm-^i [dXa+î — «Ï-Ti^:] -+.... -h X. [dX. — dxj, 

on voit de suite que Ion a 

k= 1, f ^= *• 
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et, par suife, 

Z =r Z — Pi^i — ••• — Ph-^Cja, 

Nous retrouvons une transformation que nous avons déjà employée 
plusieurs fois et qui comprend, comme cas particuliers, la transfor- 
mation de Legendre et la transformation d'Ampère que Ton verra 
plus loin. 

103. CSonsidérons, en particulier, le cas de trois variables x, y, z. 
Dans ce cas, il y aura trois classes de transformations de contact, 
suivant qu'on établit 1, 2 ou 3 relations entre x, y, z, X, Y, Z. Le 
cas de trois relations conduit aux transformations ponctuelles. 

Supposons qu'on parte d'une seule relation entre x, y, z, X, Y, Z, 

^ (X, Y, Z, X, y, z) = 0. 

Il faudra adjoindre à cette équation, pour déterminer X, Y, Z, P, 
Q et p, les équations suivantes : 

La transformation est complètement définie si on se donne la relation 
(J; = 0, appelée par Plùcker équation directrice; X, Y, Z seront 
données par les formules 

â^ d^ dût â'^ 

(A) 4^ = 0, ^^-f-p/ = 0, Jl^q^ = 0. 

^ ^ âx âz ay âz 

La transformation ainsi obtenue peut être intei*prétée géométrique- 
ment comme il suit. Si on considère, dans l'équation <}; = 0, X, Y, Z 
comme des constantes, cette équation, où x, y, z sont les coordonnées 
courantes, représente une certaine surface Z. De même, si dans 
^ = on considère x, y, z comme des constantes, cette équation 
représente une surface 2'. A tout point X, Y, Z, Féquation ij; =0 
fait donc correspondre une surface 2 et à tout point x, y, z uqe 
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surface 2'. Gela posé, imaginons que le point (x, y, z) décrive une 
surface S; la surface correspondante S' décrite par le point X, Y, Z 
sera donnée par les formules (A) qui expriment que S' est Tenveloppe 
des surfaces I' relatives aux divers points de S. Il est aisé de voir 
que Téquation (A) exprime aussi que S' est le lieu des points X, Y, Z 
tels que la surface Z correspondante soit tangente à S. Ces propriétés 
sont évidentes pour la transformation par polaires réciproques. 

Exemple I. — Soit 

^}; = Xx + Yy — Z — s r= 0; 
on a 

X— pnrO, Y — 9 = 0, x-P=0, y — Q = 0, 

et, par suite, 

Z=:px H- gy — z, 

c'est la transformation de Legendre. 

Plus généralement, supposons que la fonction '!^ soit bilinéaire, 
de façon que les surfaces Z et U soient des plans, 

<}; = X (ax -f- 6y -4- cz H- d) -h Y (a'x + Vy -h c'z -+- d!) 

-4- Z (a'x 4- Vy -4- c'z + d') — (ax -f- ^y + ys -f- 5) = 0. 

EIffectuons d*abord la transformation homographique 



\ 



ax -hby -h cz + d 

2^ — î_ , 

* ax 4- Py 4- vz + 8 
a'x + h' y 4- c*z 4- d' 
ax 4- gy 4- YZ 4- î 
_ a'x 4- Vy 4- c'z 4- d' . 
** "" ax 4- 3y 4- Y- -+- 5 



t{f prendra alors la forme 

Xxj 4- Yyi 4- ZZ| — 1=0. 

Lorsque le point (x, y, r) décrit une surface S, le point (x,, y,, z^) 
décrit une surface S| homographique à la première. D'ailleurs, 
Téquation 

Xx, 4- Yyj 4- Zr, — 1 = 
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représente le plan polaire du point (x^y î/j, z^) par rapport à la sphère 

X» 4- Y» -H Z» — 1 = 0. 

L'enveloppe de Z' est donc la transformée par polaires réciproques 
de S, par rapport à cette sphère. On conclut de là que, quand ù est 
bilinéaire, la transformation est équivalente à une transformation 
homographique suivie d'une transformation par polaires réciproques. 

Exemple II. — Soit 

^ = (X — xy + (Y - yy -+- (z - zy ~- r» = o. 

Il faut lui adjoindre les relations 

X — X 4- p (Z- 2) = 0, Y - 2/ 4- g (Z - 2) = 0, 
X-x-hP(Z — 2)=0, Y-y + Q(Z-z)=zO; 



ce qui donne 



R 
Z = z ± 



X = X n: 



k"! 4- 2?* -h q* 
Rp Rq 



-^ i/T-T-rrT-:?,' Y = i/q: 



~ ::. » 



J/l + p» + g» ' - » + |/1 + p» _ gi 

c'est la transformation par laquelle on passe d'une surface à une 
surface parallèle, ou dilatation. Les surfaces 2 et 2' sont des sphères 
de rayon R ayant respectivement pour centres le point (X, Y^, Z) et 
le point (x, t/, z). 

Exemple III. — - En prenant 

t]; = X« 4- Y» 4- Z» — Xx — Yy — Zz = 0, 

on retrouve la transformation par laquelle on passe d'une surface à 
sa polaire relativement à l'origine. La surface S est un plan et la 
surface Z' une sphère. 

104. Supposons maintenant qu'il existe deux relations entre X, Y, 
Z, X, y, z, 

•^1 = 0, •;. = 0. 



264 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIALES. 

Il faudra leur adjoindre les L>i(uations 






• âZ 



fP = \ 



dif. 



'd,j 






11 est aisé de tirer des trois dernièi'es équations une relation ne 
contenant plus p, )., et ).,; en éliminant p on a, en eiïet, 

comme X, et X, ne peuvent être nuls à la fois, d'après la première 
des relations écrites plus haut, on en conclut la nouvelle équation 



H, 

àz' 


àx*^ dz 




dy ^ dz 



qui, jointe aux équations 

4<, = 0, 4i, = 0, 

permettra de déterminer X, Y, Z. 

On peut encore donner de ces équations une interprétation jréomé- 
trique. Considérons, dans les équations if'( = 0, ^,^0, X, Y, 7. 
comme des constantes et x, y, z comme des coordonnées courantes. Ces 
équations définiront une certaine courbe C, lieu du point (x, y, z). En 
d'autres termes, ces équations font correspondre à tout point (X, Y, 7.) 
une courbe C, et de même, à tout point (x, y, z) correspond une 
courbeC représentée parles mêmes équations où on regarde X, V. / 
e les coordonnées courantes. Lorsque le point (x, y, :) décnf 
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une surface S, les courbes C relatives aux divers points de S forment 
une congruence. L'équation A =: détermine la surface focale de 
cette congruence, surface qui est la transformée S' de la surface S. 
On montrerait aussi que S' est le lieu des points X, Y, Z tels que 
les courbes C correspondantes soient tangentes à la surface S. 

Pour avoir les transformations les plus simples de cette espèce, il 
est naturel de supposer que les courbes C et C sont des droites. 

Exemple I. — Soit 

tj/^ = Y — y = 0, tj;, = Z — z -H Xx = 0, 

on aura 

A = X— p = 0, 

et, par suite, 

X = p, Y := y, Z = 2— px. 

En écrivant que 

dz — X dp — )9 dx — P dp — Q dt/ = dz — -p daî — q dtfj 

on trouve 

P = — ac, Q = q. 

On a ainsi la transformation connue sous le nom de transformation 
d'Ampère, 

Exemple II. — M. Lie a donné un autre exemple remarquable 
où les courbes C et G sont des droites, en partant des deux rela- 
tions 

t|»j = X -+- iY + z + xZ =0, 

• 4/, = x (X — iY) -H 1/ — Z = 0. 

A tout point (X, Y, Z) correspond une droite appartenant à un complexe 
linéaire et à tout point (x, i/, z) une droite qui rencontre le cercle 
imaginaire de Tinfini. 
Calculons A; on trouve 

A = Z-4-p~g(X- tY) = 0; 



266 LEÇONS SUR I-ES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, 
on tire de là aisémeDl les formules suivantes : 






.1 + qx 



Cette transformation change le» lignes droites en apl^rea ou, 
d'une façon plus précise, fait correspondre au système doublement 
infini d'élénienls formés d'im point d'une droite et d'un plan passant 
par cette droite le système doublement infini d'éléments formés 
par im point d'une splièrc et le plan tan(;ent en ce point. Soient, en 
effet, 

^ ax + bij + c: + d =0, 

I a'x + b'y + c'ï T d' = 

les équations d'une droite. La transformée est le lieu des prànts 
X, Y, Z tels que la courbe G correspondante rencontre cette droite, 
c'est donc la surface qui a pour équation 

a b c d 

a' V c' d' 

Z 1 X + iY 

X — iY 1 -Z 

c'est-à-dire une spbère, comme il est aisé de le voir en développant 
le déterminant. A deux droites qui se coupent, cette transformation 
fait correspondre deux sphères tangentes. Aux tangentes asympto- 
tiques d'une surface quelconque S correspondent les sphères oiculo' 
triées (') de la transformée S' et aux lignes asymptotiques de S les 
lignes de courbure de la transformée S' ('). 



|i| Deux surt>«ij tineBKlcsdn un point M sont ditci urnIifricM lonqns lEsdeni lingenta 
■n II t la courbe d'Intenection sont coulondues. Les sphi'rcs oscul«trices k ddg aurlu* en un 
poini H wnt Iss deux ipbèra Ungeate: eu M qui ont pour c«nti«s les Cflnlne de coarbor* 
prind|*ni. 

|i) t^r pluids détells lur Mlle luiporlinle IranBlormilion, loirle IKinoIra dtjt cilt ie 
IJe (JI(MnMlifrl« ÀMM*le*, U V|. 
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Exemple in. — Soient 

4», = X« 4- Y» -f- Z» — (x« 4- y* 4- z«) = 0, 
t]/, = Xrr 4- Yt/ 4- Zz = 0; 

les courbes C et C sont alors des cercles. On a 

^z=zZ{py — qx) 4- X(!/ 4- qz) — Y (ac 4- p«) = 0. 

Cette équation A = représente un plan qui passe par la droite OM 
et par la normale MN à la surface en M. On conclut de là la cons- 
truction suivante du point m correspondant au point M : dans le 
plan passant par M et la normale MN à la surface, on mène la 
perpendiculaire Om à OM sur laquelle on prend une longueur 
Om = OM. Cest la transformation dite apsidale, qui permet de 
passer de Tellipsoîde à la surface des ondes. Les fonctions ^i et 6, 
étant symétriques en x, y, z et X, Y, Z, on en conclut que la trans- 
formation est réciproque. 

105. Les paragraphes précédents contiennent la détermination, 
sous forme finie, de toutes les transformations de contact. Mais on 
peut se proposer sur ces transformations bien d'autres problèmes. 
Par exemple, étant donnée une fonction Z des 2n 4- 4 variables z, 
x,, pjt, on peut se demander s'il existe d'autres fonctions X^, P^ telles 
que les formules 

z' = Z, xi = Xi, Pu = P* 

définissent une transformation de contact. La solution de cette 
question et de bien d'autres analogues se déduit sans difficulté des 
théorèmes suivants qui sont fondamentaux dans cette théorie. 

Théorèm&(*). — Soient Z, X,-, Pjb 2n 4-4 fonctions des 2n 4- 4 
vaHahles z, x^, p^, dont les différentielles vérifient identiquement 



(1) Si on suppose connue la théorie générale des équations aux dérivées partielles du 
premier ordre, la proposition peut s*étabiir très aisément. En effet, de l'identité (6) on 
déduit que les relations 



Z — a, Xf = a|, Xn = ftj 



nt 



ob c. «I, ..., «A sont des constantes quelconques, entraînent la relation iz^p^ tfx, — ... 
-~ Pm ^^ = 0. Par conséquent les (n •*• 1) fonctions Z, X«- sont distinctes ($ 89) et les équa- 




■à 
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ta relation 



(&)^Z — P,dX, — ...~-P^dX^ = p(dz-p,dx,- 



-p^dx^. 



où p est une fonction des variables :, x„ pt, qui n'est pas nuUe : 
ces 'in + 1 fonctions sont indépendantes et satisfont aux relationê 

[X„ X^] = 0, [Z, X,] = 0, [Xi, PJ = 0, 

[X„ PJ = - p, [Z, P<] = - pP<, [P<, l\] = 0. 



lions [Z,Sj] =0. |X,', Xt] = OdaLrant flre des conséquoncei des précédentes, ce (lui ne peut 
■TDir lieu que s[ ces crochels sont identigoemeat nuls, puisqu'ils ne coDlienneiil pu t, a„ 
..., a,. D'un «utre cAU, U retalion (C| peut s'^rlre 

= fUt — p, il, — ... — p» JiJ, 



Z-Xa,Pa, — Xi Pi 



|Pi,Pi)=0. |P(.Xt|=0, 
L'équallon 16) peut encore s'écrire 



P' %■ H+i'--^- 

Il s *). ir,-, z| = r,- |r,-, x^i. 



ih.-~\ - V P, rf ^Sf + -^\ = p <rfi -. ,, fa, _ ... _,, faj. 
In a par conséquent 

fx^ + Jl. x.-.^l=o, 

L i^ i/gJ 



lu s = 1 + Pî + ... + PJ. On a par conséquent 



|P„ X,l = |P,. X,| 
Enfln, pour aïoir la rateur dn crocliel [X^, P^] ( 
riZ — P, dX|— ... -P,JX, — p;i,^,Ji,^ 
en inlroduisanl ui 



tioi 



l'Pii + l' 



:... = 1P„X.1. 

riions la relation (6) sous la loraw 
= p (fa - p, *r, - ... - f,^., rfi,^.,), 
'»+\'f»^v Comme Z, X^, Pt, p ne ooo- 



|Pi.Xil = |fp,^.,,x,^,! 
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M. Lie a déduil ce théorème de la théorie du problème de PfafT. 
MM. Mayer el Darboux ont donné ensuite des démonstrations directes. 
La démonstration suivante est celle de M. Darboux. 

L'équation (6) peut être remplacée par les 2n + 1 équations 
suivantes : 

Employons toujours la notation 

on pourra alors remplacer les relations (8) par les relations 

obtenues en éliminant p entre les équations (7) et (8). Soit u une 
fonction quelconque de ;, x^, p,.; en supposant que les différentielles 
dx;, dz soient liées par la relation 

ds =p, dx^ 4- ... + p, dx,, 
on aura 

(du ùu\ , du au . 

''" = fe -^ P' il) '''' *-*à?, ''''• ■^■■■*ïf. ''■• 

c'est-à-dire 

, du . du du au . 

du = -— dx, + ..,+ __ dx, + T- dp, + ... + j- àPn- 
dx, dx, " dpi ' àp. 

Appliquons cette formule aux fonctions X, et Pj. Nous aurons 



(") 



i 
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Cela posé, imaginons un second système de diflërentieiles que nous 
désignerons par la lettre s et que nous emploierons en même temps 
que le premier; on aura d*abord 

2Z — P, lX^ — ... — P, ÎX, = p (îr — p, îx^ — ... — p. îx.), 

et, en différentiant cette relation dans le premier système d*accrois- 
sements, il vient 

dîZ - dPj BX^ — ... — dP. ÎX, — Pj dSXj - ... — P. dîX, 

= rfp (îr - p^ 5x, — ... — p. >x^) 
^- p\dlz ^dp^ix^ — -- — dp^ix^^p^ dlx^ — ... — p.dîx. |. 

Supposons toujours que l'on ait 

dr = pj dx^ 4- ... -H />, dx., 
5z=pj ^x^ -f. ... -4- p. ex,, 

permutons les différentielles d et 3 dans la relation précédente et 
retranchons les deux relations ainsi obtenues; il viendra, en remar- 
quant que les opérations dS et 3d sont équivalentes, 

dX, ÎP, — dPj BXj + ... 4- dX, IP, — dP, oX, 

= p [dxj Spj — dp^^ îXj 4- ... -h dx. 8p, — dp. 8x.]. 

Écrivons que celte dernière relation a lieu, quels que soient les 
accroissements 3x,, Sp^, après y avoir remplacé îP,-, SXj par leurs 
valeurs tirées des équations (il) où on aurait remplacé d par c; il 
viendra 

-pdp,=-^-;dx.-^dP,4-...4-^dx.-— ;dP.. 

Les deux systèmes d'équations (il) et (12) doivent être équivalents; 
si on remplace dans le système (12) dX„ dP^ parleurs valeurs tirées 
de (11), on doit aboutir à des identités. On en conclut, d'après un 
théorème bien connu sur les substitutions linéaires, que si A désire 
le déterminant des coefficients de dx„ dp^ dans les équations (11) 
et A' celui des coefficient- de dX^ et dP^. dans les équations (12) 
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résolues par rapport à dXi et dp^y on aui-a 



Or, 



A = 



AA'=4. 



dXj dX| <^X, ôHa 

, •••9 — 9 — 9 •••> 



dx, do?, âpi 



dp, 



dP. 



- » 



dx, dx^ dpj 






A' = 



P 



fit 






dpt 






dx. 



dP. 
dx. 



dX, 
dx. 



dX. 

«'Pt 

dx. 



on voit facilement que le second déterminant se ramène au premier 
par une permutation convenable de lignes et de colonnes. Par 
conséquent, 






d'où 



A* = p««, A = ± p\ 



Considérons maintenant le déterminant fonctionnel de Z, X^, P;^ 

T 1^ ( Z, A|, ..., X„ 1 p ..., F,) 

D (^Z, Xj, ..., X,|, Pp •••9 Pu) 



1 = 



dz âXf dx, dpi dp, 

<?X, dX, <?X, <?X, <?X, 



dz'dx.' dx.'dp. 



dp. 



àP. âP 






d:3 dxj dx^ dp^ 






Ajoutons aux éléments de la deuxième colonne ceux de la première 
multipliés par p^y etc., aux éléments de la (n H- 1)° ceux de la 
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première multipliés par p.; on tnmve 



1 = 



dZ dZ dZ dZ 

9 —z — j •••» -: 9 -z > 



âz dx^ 

dz dX| dx, ôp^ 



dX. dX. 

9 ...y _ , _ î, 



"•> 



•M 






dP. dP. dP. ap. 

ôz dx^ dx^ dpi 



> •••» 






Enfin, ajoutons à la première ligne les éléments de la seconde 
multipliés par — Pp etc..., ceux de la (n -h !)• multipliés par — P., 
il vient, en tenant compte des relations (7), (9) et (10), 



1 = 



h . 


"9 


0, 


0, .•., 





^Xj .. 








• • 


dz \ 








• • • • 

dz : 






A 






I 


= ± 


: p"+'. 





= ?A> 



d*où 



Comme p est différent de 0, on en conclut qu'il en est de même 
de I. Les fonctions Z, X,, P^ sont donc indépendantes et on peut 
résoudre les équations 

z = Z, Xi = Xf, Pt = Pjt, 

par rapport à z, x^, Pt. 

Pour démontrer la seconde partie du théorème, remplaçons, dans 
la formule générale 



du 
du = ^ — dx. 
dXj ' 



du . du , du _ 

-j — dx. -+- T — dp^ 4- ... -H ^— dp,, 
dx, dp, ^* dp. ^"' 



dxj, ..., dx^, dp|, ..., dp^ par leurs valeurs tiréesdes formules (12), 
il vient : 

p du = [P„ u] dX, 4- ... + [P., u] dX^ 

-[Xi,«]dP,-... -[X„u]dP.. 




:^i^«A^ia^^^^. _ 
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Si 011 roiuplatx; »f, dans celle formule, successivciiient par X,, î\ et Z, 
en écrivant que les coeflicients dotdX; et cZP; sont nuls puisque ces 
((uanlités sont arbitraires, craprùs les Ibi'mules (12), et eh tenant 
con4>lc de la relation 

t/Z =2 \\ tLXj -4- ... + I\ (ZX„, 
on trouve précis Juient les relations qu'il s'aj^nssait d'établir 
[X„ X,l = 0, [Z, X,l = 0, [P.., P,] .= 0, 

[X., P,l = - p, [Z, P,.) = - p p;, [\,, i\] = 0, (i 2^ k). 

il resterait, pour compléter ces relations, à culculer les crochets 

[?,n [?,X,], [p,P,]; 

c'est ce qui se fait très aisément en appliquant la formule géuérale 
de Maver 

[[", «'], »'•] -H [l*', it'], u] + [[as lij, r] 

àiv . - Oh . ôv . - 

à trois des fonctions Z, X,., P^. On trouve ainsi (^) 

Ir? ^ J — '^ Oz 

108. Uràproqnemviitf étant données {n + 1) fonctions distinctes 
/, X|, ..., X„ des vanablcs r, x\, /^;i, vcrifiant Ir.s relations 

[/., XJ = 0, IX,., X,I = 0, (.-, /. = 1 , '-», ..., H), 

on peut toujours troiiverf et d*anr. seule nianièrey n fonelions 
I*,, Pj, ..., P^ des mèwes variahlesy telles rpw Von ait 

dZ — P| dX, — ... — P, dX^ = p (dz — p^ du\ — ... — p^ dx^). 

Nous allons montrer, à cet ellbl, que les 2/i équations (Oj et rlO) 



(*i C«s formules sont dues à M. D.irbuu.\ {Unllctin tics mionccH malhànaliqHCSt I. VI, 
2- M'! îf, I». \\i). 

(i. l.ffoH*, 18 



• ff 
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sont coiiipalibles et peuvent ùire résolues par rappoii à Pj, ..., P«. 
Je dis il'al>oril qu'il y en a certainement n parmi elles qui seront 
résolubles par rapport à P,^ ..., P.. S*il n'en était pas ainsi, tous les 
déterminant!; d*ordre n <iu*ou |»uurrait tiixîr du tableau 






- 9 



• • «^ _ _ .._ 



dX, i 

I 



àp. 



d\ 



,l\. à\. 



î -- 



dj\ dj\ ôp^ 



àlK 



1 



seraient identiquement nuls, c<? qui est iin{)ossible si les n fonctions 
X,, ..., X, sont distinctes (S 07). 

11 rsuOit dune de {trouver que les valeurs de Pp ..., P„ lii'êes de 
ces n relations >?ati:;funl aux n autres. Pos<:iiiJ< 



on aum entre les premiei"s membres des étj nations \t =: 0, B^. = 
n œlations linéaires 4Hstinctes 

V ) A, 'j^ - IJ, ^* : = IZ. XJ -V P, tX„ X,l = 0, 

de sorle que n de ces éviuations sont dos conséquences des n autix?s. 
Supposons, pour lixer les idéi^s, que le déterminant 



: d\, 



dj\ 



r/X 



d. 



r. 



d\, 

d'r' 



soit difl'éront de 0; on pourra alors tirer des é<iuations (10) 1^ valeurs 
de Pp ..., P, et les n^latious pivcédï3nte3 prouvent que ces valeurs 
qui annulent Bp ..., B,, annuleront au:?>i Ap ..., A^. La valeur de p 
i>^Vd touniic euîsuile par réqualiun (7\ 
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Tout ceci nous permet maintenant ^e résoudre le pi*oblème que 
nous nous sommes proposé (|§ 105). Étant donnée une fonction Z des 
variables z, x.., p^, on cherchera d'abord n fonctions Xp ..., X„ 
des mêmes variables, formant avec Z un système en involution de 
{il -h 1) fonctions distinctes. Les équations (9) et (10) fourniront 
aloi*s, [mv de simples opérations al;rébriques, des fonctions 1\, ..., !*„, 
telles que la transformation 

soit une transformation de contact. 

107. Étant données deux fonctions quelconques F, H des variables 
r, Xiy pji.y si on fait une transformation de contact en remplaçant 
les variables r, ce,, Pf. par des fonctions de nouvelles variables z\ ac-, 
ply les fonctions F et H se transformeront en de nouvelles fonctions 
F' et H' des variables :', .C|-,pl et lecrochet [F, H],,^, se transformera, 
à un facteur près, dans le crochet [F', H'J,vp' des fonctions F' et II' 
par rapport aux variables z', xl^pl. En d'autres termes, le crochet 
[F, H] est un invariant relativement à toute transformation de 
contact. 

Supposons que Ton ait entre les différentielles des fonctions :, .r., pi. 
des variables nouvelles :', xl, pi, la relation 

d: — /)j dx^^ — ... — p^ iLi\ = p ((/:' — p[ dx[ — ... — pldj'l). 

Toutes les fois que le crochet [F, II] sera nul, il en sera de môme du 
crochet [F', H'];Vi.S en effet, lorsque [F, H] =0, ou peut trouver 
des fonctions lî„ ..., 11„, Pp P,, ..., P„, telles que Ton ait identi- 
quement 

dV — Pjdll — V,dU, - ... — P„(/II, 

— A {dz — /i, d,i\ — ... — p^ dj'„). 

En l'emplaçanl, dans cMe identité, :, ;C;, pi, par leurs valeurs en 
fonction des nouvelles variables, elle deviendra 

dv - p; d\v — p; (Hi; - ... -- p: du:, 

i^ A'p {dz' — p[ d.r[ — ... -^ pi dxl), 
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et do là on conclut <|iie le noijveau crochet est nul 

Les deux crochets [F, H] et [F', lïy.'x't»'} s'annulant en même temps, 
ne doivent différer que par un facteur dépendant de la transformation 
seulement. Il est facile de calculer ce facteur, ce qui fournit en même 
temps une vérification du théorème. Remarquons pour cela que si ou 
4 a deux fonctions 

F(//p (^, ..., a,^)y 11 ('/,, ..., «,j, 

où a,, «j, ..., u,^ sont dos fonctions quelconques de :, x,, p^^ on atira 

A|)[ili<{uuiiH coltu roniiulo aii\ foiictiuns F, II, les vuriublcii iulcruic- 
diaire:: olaiil ici :', a:';, jil; il vicnl 



Kn tenant compte des relations qui ont été établies (§ 105) entre les 
fonctions :', .<v, pi dos variables r, ;#*,., /)^, il reste 

„.-, ,„= ' v_ »<■•■:•'';)„; - i^: ti!:;Li';_)=iiK.. „.j,...,. 

Par conséquent, 

II", IIJ:'.v = ?[F,Hl..,. 

108. Parmi les conséquences de la théorie précédente, il convient 
de sijrnaler dés a présent les suivantes : 
Les inté^j^rales de Téquation linéaires 
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P P 

sont Z, Xj, ,.., X,, ^y •••7 ^; de même, les intégrales de l'équation 
Hnéaire 

sont Z, Xj, ..., X^, Pp ..., P._ii, P,4.i, ..., P». Par conséquent, si 
on est parvenu à trouver n inté*^rales Xj, ..., X^ de réc|uàtion linéaire 
[Z, F] = 0, formant avec Z un système de n 4- 1 fonctions distinctes 
telles que tous les crochets [X„ XJ soient identiquement nuls, on 
aura les autres intéjjralcs par des différentiations et la résolution d'un 
système d'équations du premier degré (§ 66). 
Plus généralement, le système complet de \l équations 

admet les 2n 4- 1 — [i intégrales distinctes 

7 Y Y P.. P • 

/i, -\|, ..., -V^, X ^A + l, >.., i ,,, 

donc, si on connaît n -h 1 — [i intégrales de ce système complet 
Z, X;ji + i, ..., X„, formant avec X^, ..., Xa un système de n -h 1 
fonctions distinctes en invohition, on aura l'intégrale générale 
par des différentialions et la résolution d'un système d'équations 
du premier degré. 

109. Étant donnée une équation du premier ordre 
(13) F (r, .r,, p,) = 0, 

si on remprtaco r, .T;, p^. par des fonctions de noîivelles variables 

: zn /•(:', a-;, pi), j>; = f. (:', cri , pl\ p,. — z^. (z' , xl. p',,), 

(i, /; = J, 2, ..,, n\ 

satisfaisant à la relation 

d: —Px di\ — ... — Pn àx,^ =. p {dz' — p\ dx\ — ... — pi dx'„)^ 

l'équation proposée se change en une nouvelle équation du premier 
ordre 

(U) V,(:\xUiii)^0, 



-ÏIH 



ir.'jnss sni l.Ks KOi'ATin? 



IVKRS r.MlTin.l.KS. 



et, c.imme toiitp imilliplirité M, se clian^ en une miilti|)licilé M„ 
loufe inttgraie de la première équalion se clmoge en une intégrale 
de la seconde et invei-semont ; d'une intégrale complète de l'une 
(l'elleR on (léiluira une inléfiralp minplète do l'autre. Tel est le sens 
({d'il Taut ultiiclier à la Imnsl'unnatioii qui a été cm[iloyi''e à plusieurs 
ivpiises (gS 03, OO). 

/.(■s caraclérUliiiniv mr oonv^poiulent ilaiis tes deux éiiitalionif; 
soient, en ellet, '!>,, ..., <I»„_| les 2ji — 1 inlé^ales distinctes, autres 
que F, dn IV'qiiàtion liiiéniie 

IF,.M = 0; 

les caracténstiques de l'équation (13) sont ivprésentées par les 
t'-([naIiQUH 

F = 0, <l\ = C„ ..., *„_, = C,H_,; 
apiLS In Iransfonnatiou, ces ûquations deviennent 

F, — 0, u-; = Cj, ..., *:,^, — (;._„ 

et comme on avait [F, *l>i\^p := 0, on aura aussi [F„ 'l'c]:'^,.' = 0, de 
snrie que ces nouvelles rclations donnent les caractéristiques de 
l'équation (14). 

Les (-qualinns différentielles des cai-acté ris tiques étant 



-/..■, 



Sjr dp,' 






(i,k=i.'. 



DU en ciinrlut que, si on fait une Iransfurmation de rontaet qui 
elian^ie F en F,, le système préeédenl se elianjre en un nouveiui 
svstéme de même forme 



.)/.; 



d.r. 



dz' 



(>F, 



{i,l=A, %...,»), 



nu F (r, ;i';, p,.) est remplacé par F, (;', .r', jii). 

IVune maniùre générale, toute transfornialion de contact clianîre 
lui système en involution de m équations en un système en involnlinn 
de 1)1 l'qiialions ; toute intéprale du premier système se clianfi« en 
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une intégrale du nouveau système et les multiplicités caraclérisUqiies 
se correapondent encore dans les deux systèmes. 
, Pour donner une application de cette propriété (générale, considérons 
]f^ équations aux dérivées pnrtielles du premier ordre à troiti vnrialilen, 
dont le» caraoléristiques sont des lij^nes a^^yinptotiquos (,^ 77). Si on 
applique à ces équations la transformntion de M. Lie (§ 104), on est 
conduit à des équations du pi-emier oi^ire dont les carnet éristiriu es 
f<ont des lignes de courbure. On trouve ainsi deux catégories d'équa- 
tions joui:«sant de celte propriété : les unes admettent une intégrale 
rompK'le composée de sphères; l'intégrale générale étant une enve- 
loppe de sphères, il est clair que les caractérisliquea sont des lignes de 
coupljure. Les autres équations s'oliliennenl en écrivant qu'il existe 
une relation entre les quatre paramètres d'une des sphtres oscula- 
trices en chaque point d'iino surface intégrale ('). 

110. Transformations en x,p. — l'aniii les transforma lions 
de contact, il y a lieu de considérer plus particidièi'eiuont celles où 
les fonctions Xj, P^ ne contiennent pas la variable r; on les appelle, 
pour abréger, Ifanuf'ormationa eu j;,î>. On olttient des trausfoi-- 
mntions de cette espèce en partant d'un système quelconque de 
relations entre :, a-,, ..., a;,, Z, X,, ..., X,, où les variables Z et : no 
figurent que dans la combinaison 2 — A r, A étant une constante 
arbitraire. Soient, en effet, 

Z — A; — ■!,(.<■„..., j:„X„ ...,X„) = 0, i, = 0, ..., i, = 0. 
un système de relations de celte forme, d-^ ne contenant que les 
variables x,, X,. Les équations qu'd faudra joindre à celles-là pour 
déterminer ta transformation et qu'on tirera do l'identité 

rfZ -2^; •'^' - ? (''• -"^1'- ''■'•) 

= >., l<?/. -- A<f r - d-\] + À, ,l-'j^ + ... + ;., rf-%, 

donnent d'al>onl >,j z= I, A ^ ;: cl il reste ridentilé 
— 2Pi dX.. + A^P. «**; = — <''!'i + >•! ('■'/i + - + >■* rf-^. 

•anleMduilïunc6|u*Iiondu scruiid nnlro. M.nts rclli •■, ' ' 

S;ulli!r<i Ju jircmiL'r ordrr. duiit h's iuli'Erali 
Dir Dxrboui, StMimn tiHHlitn; f, ilS.j 



qui c>n<hiit â dt^ relations ne contenant plu- que les vai'ia]ile< X;, P, , 
*.» P--» ^-i ••"» '*A- ^^ trouvera donc poiu* X^, ..., X,, Pp ..., P„ 
Z — Ar cies fonr^tions de .<\, |>^ seulement et la tran^sfiirmation ain«i 
obtenue sera liien une transformation en x, p, 

On obtient ainsi toutes les transformations de cette espèce. Suppo- 
sons, en eflet, que dans Pidentité (6) les foncti«»ns X.-. P^ ne contiennent 
}»as r; les formules (7», «X» et (0) deviennent 






^8/ 






«le la relation générale [P.-, X,J = p on conclut que z ne déjK?nd j>as 
do z et, par consériuent, Z sera de la fornio 

Là =3 pr -I- 11 U'*|* ...j JC^5 />p ...j Pm)' 

r%emplaçons Z par cette valeur dans les équations (8)' et (0)'; il vient 

"r~7 * "~ ?•' t> *••' ^»^ Pi Pah 

àp ^ 

-y—- • — - •>£. «.'ï'j, .... .'\, /)p ..., 2'„), 

ce qui ne i)eul avoir lieu que si ou a --^ = 0, -r-^ -= 0. La fonction c 

au\ dp,: 

se iV^duit donc à une constante A, différente de z<'m, et Z est de la 

forme 

Z = Ar + Il (.Cj, ..., a\,, /)^, ..., ]\). 

Si on élimine p,, ..., />^ entre les équations qui donnent X,, ..., X^, Z, 
il est clair que Z et r ne fijxureronl dans les relations obtenues que 
dans la cfunbinais«in Z — Ar. En rapprochant tous ces résultats du 
Ihéoréme général démontré an .^ 105, on peut donc énoncer la propo- 
sition suivante : 

*S/ on a une idrntih* de la fonnr 
(/Z — P, f/Xj — ... — P^ (IX^ = c (d: - p^ dx^ — ... — p^ d.i\\ 
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OÙ c n^csi pas nul ci où /es fonctions X,-, P/. ne renferment pas la 
vmHahh r, c se réduit à une constante A et Z est de la forme 

Z = Ar + n (cTp ..., rr„, p^, ...,i>«); 

d/î /}?îw, les 2n fonctions X„ P^. so?îf indépendantes et on a les 
relations 

(X., X,) z= 0, (X,, p,) = 0, (P., X,) = A, (P,, P,) = 0, 

[Az -h n, X,] = 0, [Xz -+- n, pj = - AP,. 

On peut toujours, sans restreindre la généralité, supposer A = 1, 
car cela revient à remplacer Z par AZ et X, par AX,, Si on remplace 
en outre Z par v — û (.Tj, ..., a\, ;)p ..., p^), on parvient à renoncé 
suivant : 

Étant données 2n H- 1 fonctions Û, X,, P^. des 2n variables 
indépendantes a*,, p^., dont les différentielles totales vérifient la 
relation 

(15) dû -J- Pj dX^ H- ... H- P,, dX„ = |>j d.rj + ... + p^ dj^„, 

/es 2n fonctions X,, P^. sont indépendantes et on a les relations 

((X,, X,) = 0, (X.,P,) = 0, (P,-,P,.) = 0, (P,,X,) = 1, 
^^ ' f [: - Û, X,] = 0, [: - o, p,] = _ p... 

111. Inversement, supposons que Ton connaisse n fonctions 
distinctes Xj, ..., X^ des variables a*,, p^, telles que toutes les 
parenthèses (X,, X^.) soient nulles. Les équations linéaires 

(17) [X.,1.]^0, ..., [X.,<1.] = 

forment un système complet de n équations distinctes dont on connaît 
déjà n int*»grales Xj, ..., X^; ce système admettra donc une autre 
intèf^^ralo qui contiendra nécessairement z. Si on prend un nouveau 
système de variables indépendantes 

on 1/^ = Xp ..., y^ = X«, Un^i, ..., y^^ étant des fonctions de .r,, p^, 
choisies arbitrairement, mais de façon à former avec X,, ..., X„ un 
système de 2n fonctions distinctes, le système complet précédent se 



* 



2<2 LT "NS SiP. LE* îvriTiriXS ATX I ii nXE* PARTirLLT.S. 

change «-n un noTiveaii sy«ltrine '"-«mplei oii J« cœfikîenU ««ront encore 
:i;irpealïn*.s de r. Os ncir.elîes équation? devant adn^etlre c^i^œm? 

inlcCTsIe^ V.- w, v. ne crnlienirori! pa« de lences en -:^ — 

-i* - ... . <>* <>♦ 



o'jnlc^Taje oanteRaint r. ce qiii est iiijp»OiS<îLle. Le* éqiiat>>n< ITi 

<*rr*nt donc remplaces par â-^ ê^^iialjvris de h f'-mie 



-4- \ — Û 



-A. -=iX 



à\i,^: Oz â'itu àz 

-ù je« .>:teffjcienl5 A ne c-rr/Jerjri^nt ps- r. Vimt qn'an t*-! ^>î^ïûe 
* «ît ;a'^ob]'?n. il fâii-ira qu* F on ait 

0\ à.\ 



i=-l. r-n f«C(5ïaD! 4» = r — Û. on iura Û p«ar un»" quairalni-v?. On peut 
J -•n . - r.} il PU i r pa I 1 1 n e q ' la^i rs î Vi re 1 1 ne f .'ncli ■ «n Q de? variable? .? . , ;i^ 
vr-ii liant le> >'i •^]uali'"'ûs [r — Û. \ ] =r 0. Tn*:* f^*!* Û dêtenoiné, les 
i'-lation> 8. et î^ ' driemiiaeroiit, et d'une *eule façon, les vaJeurs 

«î-? P, r\. Le raiv'nnexuen: e<*. le luf-ine que celui qui a été fait 

]']'i^ hsul ;i 1 •>"»-. On o>nduî 5r Ij îa pr-tpasilion 5ui\~an1e : 

A'f '7 /î ( don n :'''^« ri /"on et i ? >i s «f f * J » i ^f f^- \ j X . d<*< 2 h rarîa 6/r.< 

. - ji,, iûtii^f'^isa.tt au.r rf/-ïfio>i* \.. X^ =: 0, oii pi"n( toujours 

Ta^m r/- Jf^ /i» -irrïMi* Û. P T ir? >r'f"r.ir* v<in>Wr< donnant 

/?>t» /i rûic'itît'.' ITi . 

7.-Ï f'-ytctiof^ Ù <'fMi>>if ji'ir ^*/:r -jundr^turr rt Oi% <i r»siiife 
r P^ <*/> r\ >jj/;-7fir .' , *;if :"• "C «rrsjïiaffL»??? <it# pirTinVî" degré, 

112. Oji pi'Ut f.*iiv fbc.ïv vioe ai î Ire lj}j»c»llK*se. Supfn>sons que 
r.-n ail :i2?i fonMii^n? X.. .... X., P. P, des ^n vanables .r., |>^ 

<.li<fai>anî aux reîalj •iî> , 

,X,X.. = 0. .P,P =H, X,P. =0. P„X:: = 1, 

't. h ^^ L ^« ...« /i •. 
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Je (lis d'abord que ces 2n fonctions sont distinctes. En effet, s'il 
existait une relation telle que 

on en déduirait 

et la fonction ^ se réduirait a une constante. D'après C3 qui précède, 
on pourra donc trouver des fonctions V, ITp ..., IT„ donnant lieu à 
l'identité 

d\ 'h ITj dXj -h ... 4- IT„ dX^ = pj dx^ -h ... 4- p^ dx^; 

la différence P^. — n^. sera, par conséquent, une intégrale commune 
des n équations linéaires 

(x„ n = 0, ..., (X., f) = 0, 

dont on connaît n intégrales distinctes X„ ..., X». On aura donc 

p,=:nt + w,(x„..., X.), 

et les relations (P„ Pi) := donnent ensuite 

(n, + w„ n, + w.) = 1^ _ ^^ = 0. 

Il suit de là que l'expression 

VP.dX,-2".^'X,. 
eM une différentielle exacte dW = Z W\. dX^ et on a Tidontilé 



n 



d (V - W) -1-2 P. dX.. =2?', rf'^.- 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Étant données 2n fonctions X„ P^r. des 2n vnriahlefi Indépen- 
dantes J*/, Pi. satisfaisant au.r relations 

(18) (X,.,X,) = 0, (X,,P,) = 0, (P., P,) = 0, (P.,X..)r=l, 

{i, k = \, 2, ..., Il), 



li*<è Ll.'.«N> ïll: U< i.\*l\TvJS< \VK W'.l'.iVî'.LS 1 AJ:Tli:UJ>. 

CCS 2*i fonctivns sont iiidUfpcndaïUcs et il cjcuXc une fonction Q 
do'.Difiyit iieii. fitec les p^vn-deute^, <i i'iicntittf \ibi 

dQ 4- P^ <f X, -î ... -h P^ d\^ = i\ d.*\ -i- ... + p, (f-v 

Bernarquons que la fon^tiv^in O est déteruûnée, à uiie coD^tanle 
aii'îitive pr«>^. quaD'l on crinimit les fonotionïi X,-« Vi. On peut donc 
re^'^arJer une tran^fonnation en .r. p comme entièrement dêûnie 
•|iiind on connaît le> 2/» fonctions X,. P^ satisfaisant aux condi- 
ti<"«n« <18». 

113. Le^ transfoiTi'iation> en r. /) jouent le même rr»le par rapjiori 
aux tViuations aux dêrivt>es partielles où r n'entre pas, que les 
transformations de crintact gt^néfales par rappoii aux équations 
quelconques. Ainsi, étant données deux fonctions quelconques F, 4» 
des varialiles x,, p^, désirons par F', 4»' ce que de\"iennenl ces 
fonctions apn-s un#^ transformation en :r, f», 

y := X , p[ = P^, 

Ips fonetions X,, P^ satisfaisant aux i-elalion^ '18»; on aura idonti- 
qufivient 

Toute équation du premier onfre, où r n'enti-e pas, se chanfre en une 
équation de même forme et les équations différentielles des caracti*- 
ri-tiques donnent, après la transformation, le< équations iliff/'rentîelles 
des cara«"téri>tiques de la nouvelle équation. 

Cet-i s*applique en particulier aux syslèine* canoniques. Ktant 
donn»' le système d'«V|natioiis difler»?nti»^lles 

dt âf», dl 0.'\ 

imn-iln^iDs qib» l'un prenn-^ nn n-nn^iu système de ^2/» varialdos 

.'' = \ , 7»4 = Pi- 
le- fi»nrtiiin< X , Pi satisfaisau! aux ivlatious < 18î, et soit H* ce que 
devient la fonction H par cette substitution. L** syslt-me i19) est aloi"s 
remplacé |vir un système de méiiie forme 

■ il , '^•**' ^'*' ''/*C ^lï' /. J J o X 

#// f//i. d( uj\ 



• 
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Ce théorème était connu de Bour 0) et de Jacobi (2), qui en a fait 
d'importantes applications à la théorie des perturbations. Il se présente 
ici comme une conséquence des propriétés d'invariance du système 
des cai'actéristiques, relativement à une transformation de contact. 

On verra de même que si on connaît n intégrales /i, ..., /i, -.., fr 
du système complet 

(/'„/)=o, ..., {f.„f) = o, où in,n)=o, 

formant un système en involution, les autres intégrales de ce système 
s'obtiendix>nt par une quadrature et des opérations algébriques. 

114. Transformations homogènes. — Si dans l'idehtité (15) 
la fonction Q se réduit à une constante, cette identité prend la forme 

Pj dX'i 4- ... H- P« d\„ =i>| dd\ + ... + Pn dx„y 
et les dernières des relations (16) donnent 

u, X.] =- (i^ g; + ... + ,., g-) =0, 

les fonctions X.. sont donc des fonctions homogènes de degré et les 
P; des fonctions homogènes de degré 1 des variables jf).-. La proposition 
du § 110 peut alors s'énoncer ainsi : 

6'î 2/1 fonctions X,-, P^. des 2n cariablcs .c,, p^ sulhfoitl à VidoiUiô 

(20) P^ d\^ 4- ... 4- 1\ dX« = j)j dx^ 4- ... -h p„ dx^, 

m 

ces 2n fonctions sont indépendantes, Xi est une fonction lioniogènc 
de degré et P. une fonction homogène de degré 1 des variables j^i^ 
et on a 

(21) (X., X,) = 0, (X,, p,) = o, (r>,,p,) = o, (P,,x,) = i, 

^îj li ^— 1, ^y ••■} n). 
L'identité (20) peut encore s'écrire 
rfZ — Pj dXj — ... — P^ dX,. =: dz — p^ da\ — ... — 2^n dx,^^ 



(*l Mtmoirrs drs savants t^lraHffcr^. t. XIV. 

(*) Ao/'tf Mclhod»s,cU:.: YorhsMHtifH tilter Uyinniiik. 
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LE J>s :ïir. LL:î i. .VAli.'>5 AVÏ i-i.î.i.;.Ls l'-l!;lilLLLî. 

«.-n p>-3.(it Z = r. Le Uiéjrrrcae prc>^i-;iiit ^ Jêduit alor» du Ibéarêuie 
;;^éf*éral du | liO eo Hippciuint que daa% TideQUlé pn^ccdente \. et P^ 
ue (XHitkrriDC'iit pis r. La tratt^funiiatioa de cï>Dtact 

• ljJ!v*,' iJîir; fvUtli.'Il li.'lJKvrne ôrf d^^t>è q ôe-! VârLlIileS />.' Cil MUC 

r.'ïj.!i'>n h-jiijiV»îU<.* «ie d^:iv '/ de^ varialil'_> /> . N«.»us I'ap{it^l1eroD>, 

tf'.i itit'ûjbl^'i '*., y\, h'jiit'jjênc* ei de J?'//*' j^#- \nippvri aux p^ 
f ( tKiiiiffajuatit aux rrlaiiotis ' X • X^ un 0. •.«/» />eM( toujours trouvcs\ 
et d'une seule matii'ere, n tonciion* P,, .... P, d*i hiêmes variables^ 
telles que l'on ail VideniiX»} 

\\ '/Xj - ... -T^ P. d\, = y», d . , -+- ... + p^ d.t\. 

Ou aurj. c-ii effet, |K»ur détt-'imiiier P,, ..., P.. le* :2** équatioiis 

A. = I'. '^ + ... + P. ^ _ j,^ = 0. 

OPi dp, 

*hjui les preiiîier.'ï menilirea véi-ifienl le? /» relatious liocaire^ 

— \ dpt drj mmà m^ d Pt 

/« = K :3« .... lu. 

Le^ fonctions X,, . .,* X. étant distinctes; on pourra loujoui's résoudre n 
«le Ci?s équations par rapptut à Pj, ..., P. et les valeurs ainsi obtenues 
satisfont aux n derni'>i"es. «Voir S 1015.» 

Klant données "In fondions X., P^ des vaniiblL< j',,^»^ 9at't«faîS€int 
iULc relations 

(X, x,» = o, .X., p; =0, .p., p,, = o, vP.5X.;= 1, 

X; étant une fonction hori.ogi'nc de degré et P^. une fonction 
honioijene de defjré 1 drs vudables p y on a identiquement 

l\ </X, 4- ... f- P, d\^ — ^ij dj\ i- ... H- p^ dd\. 
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On dêmonti'era d'abord, comme au § 143, que les fonctions X„ P; 
sont distinctes. Par suite, on pourra trouver n fonctions II,, ..., n„ 
homogènes et de degré 1 par rapport aux p,-, donnant lieu à Tidentité 

La diiïérence P, — 11, sera une intégrale du système complet 

(X„/-) = 0, ..., (x„/-) = o, 

et comme cette intégrale est homogène et 4^ degré 1, elle sera 
4bivément nulle, puisqu'elle ne peut être une fonction de Xj, ..., X^. 

1 15. De toute transformation homogène à 2n + 2 variables (a\, p^), 
on peut déduire une transformation de contact générale à 2n ■+■ 1 
variables r, a;,, p^. Supposons, en effet, qu'on ait imo identité de la 
forme 

(22) Qi d\\ -h ... + Q,»4.i dY„4.i '-= (^ dy^ -h ... 4- q^j^, dtJ„^t; 

posons 

' i»» + l ^^=^ ^) ^ 1 "—" Xp •.., I,j:i:3A„j 

{i}*W * . !*L_ — n _ ^'^ — p 

J Wm-HI Vm + 1 

Jfl_ __ _ 7h _ 7>*4-l _ 

Z, X;, Pi, p seront des fonctions des seules variables r, Ji\, /î^. et la 
relation (22) devient 

(24) dZ — PjdX^ — ... — P„dX^=rp((i: — j)j d.rj — ... — /)„crt„). 

On aura donc bien une transformation de contact à 2h + l variables 
*> •''/» Pi» Inversement, de l'identité (2i) on peut remonter à riden- 
tité (22) par la transformation (23). Donc, de la transformation de 
contact générale à 2n + i variables (r, ;r., p^) on déduit la transfor- 
mation homogène générale à 2n -h 2 variables. 
Posons encore 



F el 4» êlanl deux foDctious queIcon4|Ui;^' de y, »/..i. 7,* ---- '/.-«.i. 

îSi F fl 'P r^jul lie? fuiictiijii< liouio^'i'ueé de ôe^^ré U de? g^ cl ïî on pirîc 

;/. ^: = r. r/i = •''i •/. = 'V 



l 



F el •!• dovionneni *h*i fonctiou^^ d*: r, .f.. /^ el on vénlie iiiiuiOdia- 
foiiieut 411e Fou a 

I\»ur qiiL' k*s •-!/« -h 1 fonctions O,, .... CJ. -^1, Y,, ..., V,-ui des 
\ariab1«'> »/.. *7i vêrilieul l'identilé <22», il faut et il sufîit. on vient de 
le Voir, que l'on ait 1er? relations 

'^«.TT"^ •* "^'^--^ 1^-=^*' '/i-TT"^- ••*"^— 'T7" =Q''* 

' V., Y, ^ z^ 0, ^ Y., Q, V.. ^ ^^ ^y.' ^i^ ^ .• = ^^' ^^^^ V, .,, = 1, 

fl, k = 1, iî, ..., n 4- 1 ). 

Si un efli«:lue la tran*<forniation <2r{j. Tidentitê <22» donne Fideatité 

("24f, Z. X, X^. P,, ..., 1\, p dê:^ignant des fonctions des 

ti?i H- 1 varialt!i»s r. *r , yi^. Le^ i-elations <Y., Y^»,^ = U fuuruis:>eut 
!«.»> nouvelles tvlation:: 

tZ,X.J = 0, [X., X;1=0: 

xoxoii:^ t.L' «ju»; (le\ieuuent le^ aiilro<. La relation HJ^ + i, Y^+.,\^ z^ 1, 
par exein|»le5 jK-'ut îj* écrire 



Cf' ^A 



— u 

r 
i.'ll 

107. l , ... , 

i hi déJuira de m}iiie des autres relations qui ont lieu Cuiix; les Q;, Y, 
les équations nou\ elles 

l?.X,]-Hf^' = 0, [.,P,] + p^=0, lP.,XJ = p, IP.,X,1 = 0, 

|l',. y.\ — ;. p., \\\, \\] - (L «.-, /. = 1, 2, .... I.}. 



J 
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lïoii OU conclut le théorème suivant qui complète lu |)ro|>ositiou 
du § 105 : 

Pour que 2/i + 2 fondions Z, X,, ..., X„, Pj, ..., P„, p des 
2h 4- 1 variables :, .rp ..., x\, p^^ ..-ji'* vérifient identiquement 
la relation 

d'L — P, dXj — ... — P^ ciX„ = p {dz — 1\ tîa-j — ... — p^ dxj, 
il faut et il suffit que Von ait 

^ [X., Z] = 0, i?.., Z] = f P„ f ^ u, 

\ \ij li ^^ Ij J) ...9 n)» 

On reconnaît d'ailleui's aisément, en appliquant la formule générale 
de Maver 

[[u, v], w] -h [[r, wl u] + [[w, uj, v] 

= J-z ^'' "1 '■ àz t"'' ^'] ^ di t"' ''-']' 

que les équations de la dernière li<^ne sont des conséquences des 
premières. 

116. Applications de la théorie précédente. — Après cette 
étude sommaire des propriétés fondamentales des transformations de 
contact, nous allons appliquer les résultats obtenus à la théorie des 
équations aux dérivées partielles du premier ordre. 

La méthode d'intégration de Jacobi se déduit immédiatement de ce 
qui précède, débarrassée de toutes ses restrictions. S'il s'agit, en 
efiel, d'intégrer l'équation du premier ordr'e 

et si on a obtenu n fonctions Xj, ..., X^ formant avec Z un syslènu 
de n + 1 fonctions distinctes satisfaisant aux relations 

[Z, XJ = 0, [X,, X,] = 0, (i, k = 1,2, ..., ;i;, 
on a vu qu'on pouvait trouver n fonctions P,, ..., P^ donnant lieu à 

(1. LmniM, lî> 
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rideuLilc 

d'A — - P^ dXj — ... — P«dX, =z p (dz — Pidx^ — ... — p^ dx^)^ 

p n'étant pas nul. Les n + 1 équations 

(26) Zzma^, Xi:;=ap ..., X, = a,, 

où cfp ..., a^ sont des constantes arbitraires, entraînent donc la 
relation 

(27) dz — pj dx-j — ... — p^ dx^ = 

et, par conséquent, fournissent une intégrale complète de Téqua- 
tion (25). On peut d'ailleurs obtenir avec la même facilité l'intégrale 
générale. En effet, le système des équations (25) et (27) peut être 
remplacé par le système des doux équations 

(28) P, dX, 4- ... 4-P,dX,=^0, 

dont on obtient la solution générale par la méthode qui a déjà servi 
bien des fois. On satisfait à la relation (28) de plusieurs manières : 

1** En posant X, = a^, ..., X, = a^, ce qui donne une intégrale 
complète. 

2^ En établissant entre Xj, ..., X^, h relations distinctes 

(29) ' tî/^ = 0, ..., ^, = 0, 

et en écrivant que l'on a identiquement 

Pj dX, + ... -h P. dX, = A, d6| -t- ... 4- A* d^f^^ 
c'est-à-dire 

m p, = X, ^ + ... + >„ ^, (t = 1 , 2, ..., n). 

L'élimination de Xp ..., ),/, entre les n + /i 4- 1 équations (25), (29) 
cl (30) conduit à n + 1 relations entre r, x,, p^; c'est Vintégralc 
générale, 
iP Ou satisfait encore à Téqualion (28) en prenant 

^îil) P, = U, ..., P„ = 0. 
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L*iiiléjjrale déûnic par les équations (25) et (31) est une intégrale 
singulière. En effet, pour tous les éléments de cette intégrale, on 
doit avoir identiquement 

dZ = ^ (de — p^ dxi — ... — i>« dx„), 
c'est-à-dire 

cl, par suite, 



dp 



=•'' .jf;.-*-^^'^ = ^' 



ce qui est bien la définition des intégrales singulières (§ 14). Il est 
clair d'ailleurs que cette solution singulière n'existera qu'autant que 
les équations qui la définissent ne deviennent pas incompatibles. 

117. Ce procédé s'étend de lui-même aux systèmes en involutiun. 

Car les équations 

II 

sont équivalentes aux équations 



P«dX,,+ ... + P,dX, = 0, 

et on peut traiter comme tout à l'heure cette dernière relation. Si on 
prend 

*^m -—- ^lén •••? -^/i --- ^'«î 

rt,rt, ..., a^ étant des constantes arbitraires, on a une intégrale 
complète. Si on prend 

Tintégrale ainsi obtenue satisfait à la définition des intégrales singu- 
Jières (§ 97). On a, en cfl'et, pour tous les éléments de cette intégrale, 
ridçntité 

dZ — PjdXj — ... — P«^idX,«-i:i=p(d:— i)jrLq - ... — i^ ^x^), 
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c'esl-à-dire 



dZ 


p. 


c^X, 


àz 


dz 


à/. 


r. 




f)Z 


r. 


dX, 


àt>. 


à,r ■ 


OU eucoa' 





.~P— , 



àz 



r* 



.. — I^_, ———=z — :/»• '1= 1, 2, ..., H», 



. Opi à Pi âp^ 

On a uu <y<lèiiie de 2ii êt^ualion^ linéaires à tu — i inJétemiinéo? 

Pj P. .. 1. r*our que ce système soit compatible^ il faut donc que 

tv>us les Jêtermiujnts d'ordre ta contenus dans le tableau rectangulaire 



ti.x\ àp, 

ift\ * ' àp, 

- 'icii^ li'iîï i»'.»ui to'is les »:k'iiK'iils k* riutc*ç;rule tou-ïidOKv. 

118. D'uue loanière ^euvrale. Li o.>nu;ii^sanoe d'une trau^fonuatii^o 

tio a.»utjv:t 

: = 7, a.' = X,, p^ — P. 

|*eriiiet de t'*jriiier une iutinitê de systèmes en invulution dent on 
l^^at txnrt* 'ii».!iiv\iialemenl uue intégrale C'iuplète. lin eflol, nous 
si\oii> q'î-.' les ttiiiatious 

OU •?,*'-!. îT. sont des constantes arbitmires, 'jiit pour conséquence 

« . ■ r ■ • ■ 
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quent, les équations pi'écédcntes fournissent une intégrale complète 
du système 

't'i (Z, Xp ..., X„) = 0, ..., àf, (Z, Xp ..., X;,) = 0, 
pourvu que Ton ait 

^i i^oy «1» --i ««) = ^1 •••> ^A («o> ^u •••> O = ^^ 

ce qui laisse bien subsister n — /r 4- 1 constantes arf)itraires. 
. Des remarques de cette nature avaient déjà été faites par Euler et 
Lagrange au sujet de certaines classes d'équations différentielles, 
analogues à l'équation de Clairault, que l'on peut intégrer par des 
différentiations. Ces équations sont précisément celles que l'on 
obtient en partant d'une transformation de contact connue dans le 
plan. Bornons-nous, pour fixer les idées, au cas de trois variables et 
soient Z, X, Y trois fonctions distinctes de r, ac, y donnant lieu à 
l'identité 

dZ — Pd X — Q d\ = p(dz ^pdx^q (hf); 
soit, d'autre part, 

(32) V=:f{\,\,Z) = 

une équation du premier ordre. Intégrer celle équation, cela revient 
à exprimer x, y, z^ p^ q en fonction de deux variables indépendantes 
de telle façon que l'on ait la relation (32) et la relation 

(33) dz — p dx — q dy = 0. 
De l'équation (32) on tire 

d{l = ^d\-h % dY 4- ~(^ dZ = 0, 
a\ â\ OA 



àf 

'^ '^ ôA ^'^' "" ^ ^^^ "~ ^^ ^^'^^ ~ ^' 

et le système (32) et (33) peut être remplacé par le suivant : 
i (32) U=/'(X,Y,Z) = 0, 
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On satisfait à ces êqiuitioDs de plusienre manières : 

1* En posant X = n. \ = b. f ;\. \\ Z» = 0: c'est riatêgnle 
complète; 

!?- En êtabli^î^ant entre X A Y une relation de forme arbitraire 

5.x, V.=0 

qui. jointe à rê|uatiôn w'U», d^Mine 

avec la relation U = 0. on a rinîêtrnile sénênle; 
3° En prenant 

Si ces trois équations s*?nt compatil'Ies. elles •iclerminent rinlêgrale 
sinifulière. 

L*c>|UJtiou i32» s*iQtè*^re «looc par «ies dlilfi^fenlÊLtîofis et des 
êliminatioB>. Mais on ne doit point coosklêrer les ê|iiations lie eette 
forme c>mnie formant une classe [vartioulière. Au c\:>atraire, il résulte 
de ce qui prÀ*ède qu*êtant donnée une êquatioB quelconque du 
premier ordre Z = 0, on peut touj»>urs trouver deux antres fonctions 
X et Y dôU-rminant arec celle-ci une transformation de contact. Toute 
la dicll'.'ïïîtê dii pr:>bKème consiste précisément à trouver ces à^^ux 
tonoth^a< X et Y, tandis que, si Téquation est de la forme «^îî*, la 
q'îesti.^n est iiuniê^tiatement résolue. 

t>^>?ques explications géométriques font bien comprendre la oatore 
de .V pr:cé«i«r d"iatê*^ration. Ima^^aons que les toncti^Hi? X. Y, Z 
soient d'^îult*^ d'une se-ile reLitfon 

;X>' -li s\ 7» r. X. Y, Z =r 0. 

â [a'|'>?-! -' iî fi'îln jotn-ti-e ^ i*<^ Irs r^juiti'-'ns 

) .' Jz^ àj ' éz ' 

Cic-lin-ivas pi.nir un laooien: X. Y. Z ■.'omaie des paramètres, x, v. r 
vo.:iime Jes cocrî Niaé ?s coiinntes. Ou i ainsi nce surfiK* Z drki^v-tâiit 
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de trois paramètres dont on peut disposer de façon qu'elle ait avec 
une surface donnée S en un point donné (x, y, c, p, q) un contact 
du premier ordre. Les valeurs des paramètres X, Y, Z seront précisé- 
ment déterminées par les équations (35) et (36). Toute équation aux 
dérivées partielles du premier ordre telle que 

(32) r(X,Y,Z) = 

exprime donc la propriété suivante des surfaces intégrales : si Ton 
considère une de ces surfaces S et la surface Z tangente à S en un de 
ses points, les trois paramètres dont dépend cette surface Z satisfont 
à la relation (32). Or, il est clair que Ton a des surfaces satisfaisant 
à celte condition : 1° en prenant les surfaces S elles-mêmes pour 
lesquelles les trois paramètres vérifient l'équation (32); 2° enjoignant 
à l'équation (32) une autre relation arbitraire ç (X, Y, Z) = et en 
prenant l'enveloppe de la suite simplement infinie de surfaces Z dont 
les paramètres satisfont à ces deux relations ; 3^ en prenant l'enve- 
loppe de toutes les surfaces Z dont les paramètres vérifient uniquement 
la relation (32). On retrouve ainsi les trois catégories d'intégrales, 
l'intégrale complète, l'intégrale générale et l'intégrale singulière. 

On aurait une interprétation analogue si la transformation de 
contact était déduite de deux relations entre x, i/, r, X, Y, Z. 

Prenons, par exemple, 

.^ = (X - xy + (Y - yy + (Z - zY - R% 
on aura 

\=X > \=y :> Z=::J-i- 



yi+p^-ï-q* Kl-+-p'-Hg* l^i-hp^-^q^ 

La surface Z est une sphère de rayon R ayant pour centre le point de 
coordonnées X, Y, Z. Toute équation de la forme 

f ( X — ) y -^ y z H 1=0 

exprime donc que la sphère de rayon R tangente en un point quel- 
conque à la surface intégrale S a son centre sur une surface donnée S' . 
L'intégrale complète se composera d'une sphère de rayon R ayant 



i»i [.7. .A^ ?rn i.r^ K.:»rATii'N> .vrx hiiv.i\iT< r.\r.TiFLLF>. 

pour centre un point «luelconque de S : rioLé^rale ^cBêi'ale s'obtiendra 
en prenant Tenveloppe de b sphère d<* i-aviMi R dont le centre décrit 
une o>uii»e qu«^x)nqae de la surûice S' . Enlln. ao aiira poar intégrale 
sini;ulirre la surface parallèle à S' obtenue en portant sur les 
n'>rn^aIo< à S' ?in*^ lon^mierir ê^l»? à F». 

r*mAnr»ï E. — La nvHhode d'intiHrration prèctntt»nte de réqiiatb^n 
Z = nt^VLt?nt an fv>nd à détemiiaer une transformation de contact 

z' = Z, jt.' = X , l>i = ï*;^ («- A' = K 2, ..., )»^, 

qiii ramène o^tte équation à la f.>rmf» r' r-r 0. Si on a deu\ éiquation- 
F -= 0, Fj = 0, à un lii^'m»^ nombre d»^ variable^, pui^^'on peut 1.-^ 
rautener toutes les deux à la forme r' =0, IL suit de là qu*on peut 
toujours passjer de Tune à l'autre par une transformation de contact. 
D«"»no, MJi<r expiation aux ♦fî^-nrt'V:* ^wi"<i>///^* du prewirr ordre n%i 
pas d'in*:ai*ian^, l'rh^tivcïnent #?»! '7*'OM/*<f d^n tk'an.<formations de 
eontaci. 

De- mèiue, étant donnés deux systèmes en inTolutit'*n de m é«|iiatîons 
à un même nombre de variables* on peut toujours passer de Fun à 
l'autre par une transf<>rmation de o^ntaol. 

119. n noos reste à montrer la liaLson intime qui existe entre la 
rii'^ht>ie de la Tarîation des ci>nstantes et la théorie des transf ^rmatîon^ 
d-* o'»nta»'f. G>nsidéP"»n'« un <Tsième de «ni — !» é»juati*'>ns di>tînot«?< 
•iu pre ri H':*r ordre 

:>7» F r.^-.^\.=«X F^ ir, c- ,/>..• z=iO. • .... F^f r. j-,,p.»=:0, 

a»lmett»r.t uue inléi;Tale omplète r»*présentét^ par h reiatit>os entre 
r. -f, X,. défendant de n — m c>nstant»*s arbitraires, 

:^ ) 

' /'. ' *• <i '".• ''-«• ^». = •*. 

On a • l*-i i r.>m.i rqué ;^ t>T «iu'.mî piii i va it i n t nxl u i re «ian < U - v<tè n ir^ ÎHZ . 
;-. -r- I constantes arbitraires n'"wivme<. Suppiv^-kn-^, poiir fixiM" k*s 
i*iées, qu»^ li'»^ i^piations iST? oi^n tiennent r, ce qui ne nîstr»:int 
evi.*lerament {us la jrénén-if»-; noti-i piHivoïis même sopp»>?er«^ ftcî. 
•jH'?' •' >= éqiiatl'-n^ pin<^nt éti'e iv<-H«it^»< par n'ppi»rt à r. p i* ,, 
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x^ + ij ..., x^. Si on change alors r en c + a h- a^ x^ -H ... + a, x,, 
cr^4.i en x,+i 4- a*+i, ..., x^ en X;„ 4- a.;,, on introduit dans le 
système (37) ainsi que dans l'intégrale complète (38) m + 4 constantes 
arbitraires UjU^j ...jU^. Nous pouvons donc remplacer le système (37) 
p.1r un nouveau. système contenant m + 1 constantes 

(3f)) F (r, T;, |9^, «, a^y ..., aj = 0, F,= 0, ..., F,. = 0, 

et admettant une intégrale complète définie par h relations 

(-40) /; (r, x^y ..., x^, a, a^ ..., a^) = 0, ..., /",, = 0; 

le système (.*30) n'étant pas au f(md plus général que le système (37), 
c'est sur ce dernier système que nous raisonnerons. D'après la 
manière m.ème dont nous avons obtenu les équations (39), on peut 
résoudre ces équations par rapport à a, a,, ..., a^; soient 

(41) a = 9 (?, x,.,2>i), «i = 9i (r, Xi, p^.), ... , a^ = ç„, (r, cr,., p^) 

les valeurs ainsi obtenues. Le système (39) peut encore s'écrire 

(39)' 9 = Const., Çj = Const., ..., 9„, = Const. 

Soit P la multiplicité ponctuelle représentée par les équations (40). 
La multiplicité M„ correspondante s'obtiendra comme il suit : Quand 
on se déplace sur P, les coordonnées r, x^, ..., x^ sont liées par les 
seules relations (40); par conséquent, la relation 

(42) dz — p^ dx^ — ... — p^ dx^ := 

devra être une conséquence des relations df^ •=. 0, ..., df,^ = 0. Il 
faudr!^ donc que l'on ait 

dz — p^ dx^ — ... — p„ cf.T„ = Xj d/\ + ... + \h df,,, 

c'est-à-dire 

1 — r^t ~r" ~r- ... -h fsft "z— ^ 

\ ~P' = '"' ^, + - + '•* j|' ^* = ''' ^' •••' ")• 

Les (n + i + /») équations (40) et (4'î) permettent d'expnmer z, a*,, 
Pi, ).„ ..., Xa en fonctions de n variables indr'pendanf es ; elles reprc'- 
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Bcntent donc la multiplicité M^ correspondante à P. Par hypothèse, 
rélimination de a„4.i, ..., a,, \, ..., \,^ entre les équations (40) 
et (43) conduit aux relations (39) seulement. Cela revient à dire que 
ces équations (40) et (43) peuvent être résolues par rapport à n, a^^ 
..., rt„, Xp ..., X/„ les valeure do a, a^, ...^ a,„ étant données précisé- 
ment par les relations (41). Soient 

los valeurs obtenues pour a«^.i, ..., a^. Introduisons n fonctions 
nouvelles 6^, ..., 6„, définies par les équations 



4) '. \ (7a daj * (/a^ 



\ {i = 1, 2, ..., n). 



Des équations (40) et (43) qui définissent les fonctions a,, on tire, en 
diflerentiant et formant l'expression }s^ df^ + ... 4- X/, d/i, 

-H Ut ~: -f- ... -f- Xa ^) (<^' — Pi d^i — ••• — P- ^^-) = 0- 

En posant 

^*^) ^ V^» ^a '^ - "^ '^" ^77/ ■*■ ^^* (^c *^ - '^^'J^.- ^' 

on aura 

(46) da — ^j d^t — ... — ï^^da^nzp {dz — pj dxj — ... — p»dxj. 

Nous retrouvons donc l'équation fondamentale des transformations 
de contact. Comme p n'est pas nul, on voit d'abord que les fonctions 
a, ttp ..., a„, 6j, ..., 6^ sont indépendantes et, par suite, on pourra 
exprimer r, oc,, 1?^. en fonction de a, a^, 6|.. Nous voyons en outre que 
les équations (39)' forment un système en involution et le calcul 
précédent nous donne d'autres fonctions a«+i, ..., a^ formant avec 
celui-là un nouveau système en involution de n -t- 1 équations. Il 
conduit dorîc au but que l'on se propose d'obtenir quand on applique 
la méthode de Jacobi et Maver. 
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Poursuivons l'étude de cette méthode. Le système des équations (39) 
et (42) peut être remplacé par le système équivalent 

(An\ ^ a = Const., aj=Const., ..., a„ = Const. 
\ K + \ da^,^i + ... 4- h^ da„ = 0. 

On satisfait à la dernière équation en prenant 

a„4.i = Gonst., ...," «« = Const., 

ce qui donne l'intégrale complète, ou en prenant 

^«■4-1 = 9, ..., 0^ = 0, 

ce qui donne l'intégrale singulière. Pour avoir Tintégrale générale, 
établissons entre a,«4.i, ..., a^, l rehlions distinctes 

m ••••••• 

auxquelles il faudra ajouter les relations 

^ 7. ^'^* -u ^h ^^^ .7, — 

i Om + l -^Z h ... 4- 0^4-/ ^ "*" ^m-k-l + l ^> 

m \ ••••; ; 

i.»,..^; + ... + b..,|| + b,. = o. 

Les équations (39)', (48), (49) représentent l'intégrale générale. 
Elles donnent bien n -t- 1 relations entre r, x,, p^. et, comme les 
fonctions a, a„ h^, sont distinctes, ces relations permettront, en général, 
d'exprimer r, ce,., pi. en fonction de n -l- 1 variables indépendantes, 
si les fonctions ^ n'ont pas été prises d'une façon particulière. 

La théorie générale des multiplicités caractéristiques, que nous 
avons établie directement, se déduit aisément des résultats précédents. 
Appelons multiplicité caractéristique la multiplicité h m -{- i dimen- 
sions définie par les équations 

(50) «, = G^ ..., a, = c^ '^ = 0% ..., r^ = Ct% 

les équations qui représentent l'intégrale générale ne dépendent que 



:]:)0 ijxox.s si:n lf.s kqi'ations ai'x iikuivkf.s p.vnTiRî.LEs. 



h h 

de «j, ..., a„, fp-^y •••' j— ^ et, par suilej toute intégrale qui contient 

lin élément contient tous ceux de la multipliciti» raractérislique issuo 
de cet élément. Pour définir la multiplicité caractéristique en partant 
dos équations (39)' elles-mêmes, il sufïit de remarquer que «,, ..-, a„^ 

.., ^L. |;;ont les intégrales du système complet (§ 94) 



'«4-8 



'mj 4- 1 



'ut + l 



Tous les éléments de la solution sinendière 



[a^, f] = 0. 



a = 0% ai = G*S ..., a,^ = 0% K+x=.0, ..., K = 0, 



annulent tous les déterminants d'ordre m 
tableau rectan^dairc (§ 117) 



1 contenus dans le 



da 



da 



m 



dx. 



ôa 



Or, si on désigne par i/p ..., 2/,«+i, in + 4 quelconques des varia- 
bles r, .T,, j}^., on a, d'une manière générale, 

D (F, ..., FJ ^ D (F, ..., F,,) D (a, a„ ..., aj , 
I> (?/p "y 2/m+i) D (a, ..., a,„) D (i/j, ..., 2/,„a.,)' 

par conséquent, tous les déterminants d'ordre m -+• 1 contenus dans 
le tableau recta njrula ire 



rfF 
dx^ 



• •• , 






dV 



Ml 



^F 



r)x^ 



•j 



tu 



àp, 



seront nuls en morne temps que les pi*écédonts. Il est donc prouvé, 
d'une manière générale, que les solutions que l'on est conduit à 
appeler smgulières en généralisant la méthode de la variation des 
constantes satisfont bien aux équations que l'on est conduit, d*un 
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auti-e coté, à prendre pour définition des inlégrales sinjjulières en 
g^énéralisanl la méthode de Caucby (§ 97). 

120. Les résultats précédents permettent de résoudre une question 
que nous avons laf^ée de coté, le passage d'une intégrale complète à 
une autre. Bornons-nous, pour lixer les idées, au cas d'une seule 
écfuation et supposons que la constante a ait été introduite en chan- 
geant r en r -t- a. La formule (iG) devient 

(la — h^ da^ — ... — h^ da^ =z dz — p^ dji\ — ... — p^ dx^; 
pour une autre intégrale complète, on aura de niôiiie 

da — gj rfaj — ... — ^^ d%n =- dz — p^ djc^ — ... — p,^ dx^y 

et, par suite, 

(50) h^ da^ -h ... + b^ da^ = ^j dj^ + ... + g^ dx^. 

Nous savons comment on obtient la solution générale de l'équation (50). 
Établissons entre Oj, ..., a„, a^, ..., a„ h — 1 relations distinctes 

1*1 = A (*i5 "M a«j «D •••) ««)? 

(&i) '■-'■_■ 

( at_i — ft-i (xj., ..., a,, a„ ..., o,). 

En sabstituant les diirérenlielles dx^, ..., dxt^, dans l'idcnlité (5()), 
il vient 

— Hi — Pi :5 — ^ '" "^ P*^-» "1 — ' 



• 



Les équations (51) et (52) résolues donnent des résultats de la forme 

(^^) \ i h b \ 

&A = ti'%(«i, .-.» ««5 ^' •••' ^'j- 



302 LE<^:ONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

Il est aisé de déduire de là que les différentes classes d'intég^rales, 
obtenues en étaLIissaol une ou plusieurs relations entre a^ ..., a., 
ne sont plus distinctes quand on part de la nouvelle intég^rale complète. 
En effet, si on regarde «,, ..., q^ comme les coor^nnées d'un point 
dans Tespace à n dimensions, la transformation ^cédente revient à 
une transformation de contact. Or, si l'on a dans l'espace à n dimen- 
sions une multiplicité M«_i déduite d'une multiplicité ponctuelle 
représentée par r relations entre a^, ..., a., après la transformation, 
la multiplicité ponctuelle correspondante sera, en général, représentée 
par une seule relation entre a^, ..., a«, si la transformation n'est pas 
choisie d'une façon particulière. On voit donc qu'une classification 
des intégrales, basée sur le nombre des relations établies entre «j, 
..., a^y serait illusoire; cette distinction tient au choix de l'intégrale 
complète, mais n'a rien d'essentiel pour l'équation aux dérivées 
partielles elle-même. 

121. On peut rattacher à la théorie des transformations de 
contact une méthode d'intégration des équations simultanées, due â 
Korkine (i), et dont la démonstration directe exige de longs calculs. 
D'une manière générale, soit 

(54) Y. = 0, ..., Y« = 

un système en involution. Supposons qu'on ait oblenu une intégrale 
complète de l'équation 

i)\\ poindra alors, nous venotis de le voir (§ 119), déterminer par des 
calculs algébriques d'autres fondions Z, X,, ..., X^, Pp ..., P^ telles 
(juc les formules 

où Yj = X,, définissent une transforniatioa de contact. Par cette, 
transformation, le système (54) se change en un nouveau système en 
involution 

Çyh) rj = 0, Yj =i 0, ..., Y^^ = 0, 



(•) Korkine. Cnnplcs rculm, l. LXVIII, |». ! KA La [uc'iiièrc lil?c de cCUo m.-îIijJc pdrail 
duc à Buur. 
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Yi, ..., Y^ étant des fonctions de z\ x'i, pi. Puisque ce syslùme est 
en involution, on a identiquement 

r^' vn __ __ ^ ^' __o 
^ '' '^^ dp[ ■" 

Les fonctions Y,' ne contiennent donc pas p[ et on est ramené à un 

système en involution de m — 1 équations an — 1 variables x 1 , . . . , .x\. 

Pour préciser davantag^e, supposons que les équations proposées 

ne contiennent pas z et soit 

z + a =; r \^^^ iï*2, •..) J^nj ^i> ^u •••> ^«) 

une intégrale complète de l'équation f^z=za^. Considérons la transfor» 
mation de contact obtenue en partant de la relation 

r -f- C ^^ r \»^^j) «^jj *»»y ^n'y «''j5 «^j> •••j ^H/'y 

il faudra joindre à cette relation les suivantes 

^' = ô7i' ^^ = 77: (t = 'l,2,...,n), 

et ces équations définiront irj, ..., .r^, i>^ •••) pu on fonction de a:',, pt.. 
Pour avoir aj par exemple, il faudra éliminer a-^, ..., xl entre les 
n dernières équations; mais cette élimination conduit à la relation 
x[ = /*,. La première équation du nouveau système sera donc x[ = 0, 
et les autres équations 

formeront un nouveau système en involution ne renfermant pas /^J. 
Des transformations analogues ont été employées par M. Mayer(i) 
pour démontrer la méthode de Lie. 



(*) Miiycr» Die Lie'sche Inicpnitioutimelhotfr tin partieltcH DtffcnHliulfjlcîcItuHgcH crstef 
OrâHHHg {UtUhfmaiisciie Anitaieii, l. VI, p. lUâ-lOi). 
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CHAPITRE XII 



Théorie des groupes. Méthode générale d'intégration < 



122. Avant «raborder la Ibéurie des ;«'roupes, i-ésunious les dilTê- 
renies méthodes d'intégration qui ont été établies. Nous supposerons 
dc'S'jniiais que r ne figure pas dans les équations qu*i1 s*agit d'intégrer. 
Sjil 

un syilénic en involutiou de m équations distinctes. Pour inlé>rrer 
|iar la méthode de Jacobi et Mayer, il faudra commencer par déter- 
miner n — m fonctions f^ + iy •.-? /", des variables ,r., p^ fonnant 
avec les pn.^*denles un système en involution de n fonctions dûslinctes. 
ijela fait, si les équations 

fi = ^ij '"> /. = «• 

peuvent être résolues par rap|iort â j>p ..., p^^ on aura une inU^rale 
complète par une quadrature. S'il n'en est pas ainsi, on emploiera la 
méthode suivante qui est, au fond, é(|uivalente à la première et qui 
s'applique à tous les cas ; on déterminera, par une quadrature^ une 
lonclion et des fonctions P,, ..., P, des vaiiables Xi^ p,^ donnant 
lieu à rid«jntité 

d(z — Û>— PjJ/j — ...— p^c//;:=Jr— pjtix^ — ... -i».c/x,, 

cl l'intégration sera ti*rminée t5 1^'> 117;. 



'*• \ac. BegrÈii4iiM§ rtner InrûhdwtfU'îkrnrif àrr ticmkniif'i^-TraKxformëtionin tMêSkem^- 
hinf'ffH, zncilcr Al>'«<:liiiin, p. l*»-i"in. 
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Dans la iiiétliodedc Caucli y généralisée (§9-4), on procède aiilreuienl. 
On est ramené, en effet, à intégrer le système complet 

Ci) [A,«I'] = 0, ..., [/:,., «I'] = 0; 

supposons qu'on ait intégré le système complet 

(^) (/•.,*) = o, ..., (/•„,<I') = 0, 

c'est-à-dire qu'on ait trouvé les 2n — m intégrales du système (2) 
(fui ne contiennent pas r. Ce système (2) admettra en outre une 
autre intégrale qui contiendra nécessairement z, et les considérations 
employées au §111 montrent encore que cette dernière intégrale 
s'obtiendra par une quadrature. Ainsi, abstraction faite d'une quadra- 
ture finale, la différence des deux méthodes peut être caractérisée 
comme il suit. Dans la méthode de Cauchy, on cherche Tintégrale 
générale du système complet (3), tandis que, dans la njéthode de 
Jaco])i, on chierche seulement les n — m intégrales de ce système 
qui forment avec /"^ ..., f„, un nouveau système en involution. 

Les deux méthodes peuvent être considérées, on Ta déjà remarqué 
plusieurs fois (§§ 69, 9G), comme des cas particuliers d'une méthode 
plus générale. Supposons, en effet, qu'on ait obtenu un système en 
involution de m -h k équations, renfermant le système (i), 

(*) fi^^^y •••> /»« = ^5 /w-Hi=0, ..., /;„4.j; = 0, 
tel qu'on sache intégrer le système complet 

(^>) (A,*i>) = o, ..., (z;^,, ci») = o;' 

on aura par une quadrature une intégrale complète des équations 

et, [MiV suit(% des équations (1). Le i)rohlème de l'intégration peut 
donc être posé ainsi : Trouver ait système en vtrolulion de 
VI -h le éqnaiions dislincles comprcnmtl (es éqHfUions (I) 

/■, = 0, ..., /•„. = 0, /•«+, = 0, ..., /;„+i = 0, (m + h^H), 

cl trouver ensuite l'intégrale ijéndrale du syslénie coii>i>lct 

(/•„*)=0, ..., (/;„+i, *) = 0. 
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Si fc=0, on a la mélhode de Cauchy; si k^zn — i)i, on a la méthode 
de Jacobi. 

123. Cela posé, imaginons qu on ait obtenu plusieurs inl^rales 
9p •••? 9*' tbstincles de f^^ ..., /"«, du système complet (3). D'après le 
théorème de Poisson, toutes les parenthèses (s„ zt) seront des inlé- 
jîrales du même système. Nous pouvons donc toujours supposer que 
les m ■+■ h fonctions /",, ..., f^, 9,, ..., ç* sont distinctes et que les 
parenthèses (s,-, Zi) s'expriment au moyen de ces fondions elles- 
mêmes; car, s*il n*en était pas ainsi, on ajouterait ces parenthèses aux 
intégrales déjà obtenues et on recommencerait les mêmes opérations. 

Plusieurs cas peuvent se présenter. Si h = !2n — 2m, l'intégration 
est terminée immédiatement par la méthode de Cauchy. Supposons 
/i -< 2n — 2m et admettons de plus, pour fixer les idées, qu'aucune 
des parenthèses (9,-, ^i) n'est identiquement nulle. Si h est voisin de 
2 H — 2 m, il y aura avantage, en général, à terminer l'intégration 
par la méthode de Cauchy. Pour appliquer celle de Jacobi, il faudra 
adjoindre aux fonctions /*p ...,/'„ une des intégrales déjà obtenues, 
9, par exemple, et chercher une intégrale du s}*stème complet 

(/•p *) = 0, ..., (/., *) = 0, (9., ^) = 0. 

En opérant ainsi, il semble que les autres intégrales Çj, s,, ..., Ç4 ne 
senent plus à rien. Il est donc naturel de se demander si on ne 
pourrait pas, sans renoncer à la méthode de Jacobi, profiter de ces 
intégi-ales pour simplifier davantage Tintégration et quel est le 
meilleur moyeu pour obtenir ce but. La réponse à cette question 
nous sera fournie par la nêone des groupes, qui est due encore 
à M. Sophus Lie. 

124. Soient t/., ..., ii^, r fonctions distinctes des 2ii \*ariables 
.r,, ..., .r„ p,, ..., jv On dit que ces fonctions forment un groupe 
si toutes les parenllièses (^w., u^) s'expriment au moyen des fonctions 
ifp Mj, ..., «^seulement 

Le nombre entier r est Tordre du gi\)upe. Si toutes les fonctions f^ 
sont identiquement nulles, le ^Toupc se rétluit à un ?^stème en 
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involution. L'ordre d'un groupe est au plus é<^al à 2», (\e même que 
Tordre d'un système en involution ne peut dépasser n, ^ 

Toute fonction de Mj, tf,, ..., te^, telle que F («,, ...* w,.), appartient 
au groupe (iCj, .,., te^). Étant données deux foucliouî^ F (Kj, ..., u,.) 
et <]> (tip ...5 u,.)y appartenant à un mùuie {groupe, il en est de inùme 
de la parenthèse (F, <I>). On a, en effets 

/i- .V V» V» OV 0(\^ , , V V «^1' ^*î* .. 

(«'' *) =1 \j:,, Tn, ("■• "'> =2 \ jTu iK. ''' ^"'•' •••' "'-• 

11 suit de là que, si on considère r fonctions distinctes quelconques 
l'j, ..., \\ appartenant au groupe (te,, ..., it^), ces r fonctions forment 
encore un groupe, puisque les parenthèses (u., i\.) s'expriment au 
moyen de »p ..., u^ et, par suite, au moyen de l'p ..., i\. Nous ne 
considérerons pas leîj groupes (Mj, ..., t(^)'et (l'p ..., tv) comme deux- 
groupes distincts, mais comme deux formes d'un mémo groupe. Il 
est clair qu'un groupe déterminé est susceptible d'une inlinité de 
formes différentes. On remarquera que si un groupe est en involution, 
toutes les formes possibles du groupe seix»nt également en involution. 
Donnons encore quelques définitions. Si les fonctions u^, ..., v- 
d'un groupe d'ordre p appartiennent à un groupe d'ordre r (tf,, ..., t<;, 
1(34.1, ..., u^), on dit que le second groupe contient le premier ou que 
le premier est un sous-groupc du second. Une fonction v e^t dite en 
involution avec un groupe (//p ..., »/) si on a (r, w,) = 0, quelle que 
soit la fonction xii du groupe. Plus généralement, deux groupes 
(«fp .,., u^) et (t'p ..., î'p) sont en invojution l'un avec l'autre si on a 

(W;, i'a) = 0, (i = 1, 2, ..., r; A; = i, 2, ..., ;:); 

« 

deux fonctions, quelconques n 'ot r, appartenant respectivement ù 
chacun des groupes, seront toujours en involution. De ces définitions 
découlent immédiatement un certain nombre de propriétés dont la 
démonstration n'ofiVe aucune difficullé : 

1^ Si on a s fonctions ff,, »(,, ..., u, telles que toutes les parenthèses 
(i(,-, M;r.) s'expiiment au moyen de ces fonctions elles-mêmes, elles 
appartiennent à un groupe dont Tordre est au plus égal à s. Ce 
groupe sera d'ordre s si les s fonctions sont distinctes. Pour prendre 
le cas général, supposons qu'il existe q relations distinctes entre 
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ces s fonctions; alors elles pourront toutes s'exprimer au moyen 
fie s — q dtatire elles, soit v,, u,, ..., m,-,, qui seront indépen- 
dantes, et toutes les parenthèses (m,-, u^) se réduiix)nt elles-mênies à 
des fonctions de m,, ..., t/^-^. Donc ces s — q fonctions déterminent 
un «j^i-oupe d'ordre s — q. 

. 2« Étant donnés deux jj^roupes G et G', les fonctions qui ap[)ar- 
tiennent à la fois à ces deux groupes forment, un troisième groupe. 
En effet, supposons que les deux groupes aient p fonctions distinctes 
communes iCp ..., tr-. Toute parenthèse (u'„ to^.), devant aj»paiienir 
à la fois aux deux groupes G et G' , s'exprimera au moyen de it'„ ..., v\. 
3*^ Toute transformation de contact en .r, p cliange un groupe 
d'ordre r (Wj, ..., Wy) en un nouveau groupe d'ordre r (uj, ..., u'r) et 
chaque paienthèse (ii-, «ik)x'i/ s'exprime au moyen de «fj, ..., Vr 
comme (»/,, Mi)^^ au moyen de w,, ..., u^ Soient 

les formules de transformation, X,, P^. étant des fonctions de .r,, pi. 
qui vérifient les relations 

(X;,X,)=0, (X,,P,) = 0, (X., P..) = -l, (P,,P,) = 0; 

<fp i(j, ..., «^ se changeant en w|, Wj, ..., Mr> on a vu qu'on avait 
identiquement 

("., Wii).p = K, ti^x',/. 

Les relations 

(M;, Mi.) = /a («p ..., *0 
deviennent donc 

(*(,', «;) = /-..^ (^it;, ..., te;.). 

Eu parliculier, si f,,^ = 0, on aura de même («/, i*i) = (^§ 117). 

125. La théorie des groupes repose sur le Ihéorème suivant qui 
est fonda mental : 

Théorkme. — S'ê r fondions ilhlinclcs ifp ..., n^ des 2n variables 
.l'p ..., .»\, 7>,, ..., j\ délcnnincnt un rjroupc d'ordre r, Zes r équa- 
tions Hncaires 

I ornff'nt un .<^v(fW//r cowftlcl. 



«:UAP. XH. — TIIKOIUK UKS llIltirPK.S. 



:m 



D'abord ces r équations sont distinctes. On s'est appuyé plusieurs 
fois sur cette propriété qui n'est qu'un cas particulier de la proposition 
démontrée au § 97. D'ailleurs, il est aisé de le vérifier; pour que ce?, 
r équations ne fussent pas distinctes, il faudrait que tous les déter- 
minants d'ordre r contenus dans le tableau 












.., 



â u,. 
'hK 1 



soient nuls en même temps, ce qui exij^erait qu'il y eut une relalinn 
au moins entre tf^, ..., tt^, contrairement à l'hypotlièse. Posons 



l'identité 



(('';. iO. f) + (O'z-, f\ ^';) -H ((/, uX u,) =rz 



donne 



A, (A, (/•)) - A, (A, (f)) = ((«., «,), f), 
OU, en remplaçant («„ u^) par sa valeur fn, («p ..., k^), 

A, (A, (/•)).- A, (A, (f)) = ^ A, (f) + ... + ^ Kifh 



âu^ 



âu^ 



ce qui démontre la proposition. 



IIemarque. — La réciproque du tliéorème est exacte. Si on a r 
fonctions distinctes Sp ..., ^,. des 2)i variables .r„ p^^ pour que les 
r équations 

(sp^rizo, ..., (9,, n = o 

forment un système complet, il faut et il suffit que les r fonctions ç; 
déterminent un jçroupe d'ordre r. En effet, d'après T identité écrite 
plus haut, toute intégrale de ce système doit vérifier Téqualion 

((î„,,),/") = 0; 

si le système est complet, celte équation doit être une conséquence 
des premières, ce qui ne peut avoir lieu que si (ç/,, sji) est une fonction 



de 






?^* 



• • • * ^ . . 



;l!t) u: •-•Ns siïi les êmiaU'ins ai'x dkpjykks PAi:Tiri.i.r>. 

Les éqiiatlons .6» admettent Un — r intégrales distinctes r^, '.'j, 
-.•- Vj-_^ et toute autre intégrale s'exprime au moyen de celles-là. 
D'après le théorème de Poisson^ les expressions (r., iv^ seront aassi 
des iuté;rrales de (6} et, par suite, s>xprimeront au moyen de r^« ..., 
»\. ^« r- Ces 2 II — r fonctions déterminent donc un groupe (r, , . .. , r«. _ -> 
d'ordre 2n — t\ dont toutes, les fonctions sont en involution avec le 
•^'nnipe primitif. On Fappelle le groupe polaire du premier. L»^ 
équations 

frirment à leur tour un système complet qui admet les r inté^^rales 
distinctes tij, ..., u^ et dont, par conséquent, toutes les inté-^-rales 
>>xpriment au moyen de ii,, ..., u,. Il y a donc réciprocité entn» les 
deux groupes <iij, ..., m,» et «Tj, ..., r,,_^i; chacun d'eux est le 
groupe polaire de l'autre. On les appelle pi?ur cette raison gi'oupei 
récipi'oques. 

Le groupe polaire d'un groupe donné se composant des fonctions 
qui s*3nl en involution avec ce groupe, il est clair que toute transfor- 
mation de contact change deux groupes réciproques en deux gr«>uj^:*s 
réciproques. 

126. L'ne fonction V appartenant à un groupe cii^, ..., u,p est 
dite une fonction distinguer (nu^ezeichnete) de ce groupe, loi'squVII.* 
est en involution avec toutes les fonctions du groupe. II suit de là 
que lt?s fonctions distinguées d'un groupe sont les fonctions communes 
à ce groupe et à son groupe polaire; deux groupes polaires ont le? 
mêmes fonctions distinguées, les fonctions c«>mmunes à ces deux 
groupes. S*Mt O'^, r^, ..., \\^_,^ le gn-»upe polaire du groupe propAsé 
et F V *\ p-. une fonction distinguée commune à ces deux gn>upes; 
Ft.r, j>i pourra s'«\\ primer comio** fonction des irou comme fonction 
tle> r. <ieulenient. 11 en résultera donc une relation de la forme 

F «,#\ p\ = r i iij II.» ^=1 V (»'p ..., v.^^X^ 

S'il existe ïiï fondions di^lingui'-es, on aura ain^i m relation^ distincte^ 
entre les fonctions d<*s deux groupes 

'7 r. #fj u. =1 V. r, »'■-.-'. «1 = !, '2 ViV. 



CHAP. XII. — THÉORIE DES GROUPES. :H 1 

Réciproquement, s'il existe m relations distinctes et m seulement 
entre les fonctions de deux groupes polaires, ces relations ont préci- 
sément la forme (7) et les fonctions distin<?uées sont au nombre de m . 
En effet, les 2n fonctions m^, ..., n,., v^y ..., »'«„_,. appartiendront 
alors à un groupe d'ordre 2n — m. Ce groupe d'ordre 2n — m admet 
un groupe polaim d'ordre m, dont toutes les fonctions sont évidem- 
ment distinguées pour le groupe primitif. 

127. Étant donné un groupe d'ordre r, il est important de savoir 
reconnaître combien il renferme de fonctions distinguées. Par défi- 
nition , il existe autant de fonctions distinguées dans le groupe 
(u^y ..., n^) qu'il y a d'intégrales distinctes du système complet 

qui se réduisent à des fonctions de Wj, ..., n^ seulement. Posons 

« 

/=U(m„...,u,), (m.., /) = A.(/); 
les équations (8) deviennent 

' ^^ ~ dû ^"*' "'^ "^ dû ^"" "'^ "^ •■•■*" 57 ^"" "'•^ ~ ' 

(9)! 

[ A, (U) = — (u„ «,) + — - (n,, «j) 4- ... H- —- (t/„ M,) = 0. 

On a ainsi un système de r équations linéaires avec r variables 
indépendantes seulement «j, tf,, ..., it^, puisque, par hypothèse, les 
parenthèses (m,., t(^.) s'expriment au moyen de ti,, w,, ..., t«^. Suppo- 
sons que ces r équations se réduisent à r — m équations distinctes, 
par exemple aux r — m premières, 

.(10) A,(U) = 0, ..., A,..,„(U) = 0; 

les équations (iO) forment un système complet. L'identité de Jacobi 
nous donne, en eiïet, en supposant (u^, i/^.) = /*,.j. (i«j, ..., u,.), 

A; (A, (U)) - A, (A, (U)) = ^- A, (U) + ... + ^- A. (U), 

et, par suite, le premier membre pourra toujours s'exprimer linéai- 
rement au moyen de Aj (U), ..., Ar-m (U). 



Uu aura «ioDo le nombre «les f'>n*:tloo? dL>tia^rik^ en cherchant i^ 
niîTibre J'cqu3ti:;i:is iiiicaiieixiect liisûccies du "système -9; eu. ce qui 
revî-nl au i.-îênie, T jrire d<?s pneniier- mînear? du dêterminaint 



U = 



— ■ ^ ^ — 

♦1. M, • *? • M . ... »»l , fl 

1 : • 



i[t\'t v»nt JiflerenU de zv'i'O. i<i c^ déierûiinant e^t nul, ain.*iqur tou* 

V* inii^eu^ d'ot'dre 1, 2 '#>< — I», ?tiH:* que tou.< lf< minciir? 

d'ordre n\ ^oiciit nuls, le? éqwtfions -V. se réduyent à ,#• — r^ » 
équations lirtéairei distif'cte^, ?r h: qrou}'" aâùiet m fùrxCtic::- 
di<tii}r}ii'^e'^ distinct e-y, 

L'ne foi-? tPjuvé le noiubre m des fjnctions distinguées, la détermi- 
nati*»!! d: o.-sî fonulioii- cll«,>-m»:!ii»?< exi;:iï rintt-jrnition du ^^y^têI^l•.• 

«■•lujilcl I l*ir, c'e>t-à-<liiv !♦_•> upt}rati*.*ns i/i, ni — 1 ti, 1, si i»n 

applique la iii«'-lh«>l«* de Mayer. Ct-s cij»'Tali«>ii< se siinplifient ^i on 
cannait déjà u fuiicliou> di^liu^ojé».*??. 

Si le détenninant D u'e^l \a< nul, le groupe ne renfennera aucune 
fonction di^tin^-ué»*. Ce cas ne p>urra se présenter si r est impair, 
car D est un déterminant franche d'après les relations m , ii/» = ti, 
fil , II: I 4- «M^, u.» = 0. Donc, roii/ groui»^ d'ot'di'e impair renf\*iue 
ot» liitdn^ une fonction distinquêe. 

.^iient r,. l'j, ..., l'^ les i/i fonctions distinfruées ilislincte? d'un 
^'ivjii[ie uij, ..., 11^». tjuoique la détermination de ces fonction.^ exip"* 
eu jrénéral des intégrations, on peut toujours former un <»/5^*iîie 
r/'tvy na tions l inca i res 

♦ 11» B, l/^=0 n^./, = o. 

êquicnlcnt au ^^f^t^niP roini*lrt. 

*\'i •r.. /iTiro <r ,/'» = o. 

S'it • »\ »*.'..• 1^ gn'Hi|-M^ piilairo du çrroup»^ prôpiW': W é«|iia- 

ïion^ rl2i .idrûeltent le^ inU^jrale? u^ »i., r^ ..., »%^_^, qui >•? 

r»'dui<<"'nl à 2/J — $$i fôncli^n- distinctes. Tnut sv>t»*mede hi équation^ 
linéaire- di-tiiivlc- a'iiii»>tfanf les m»**iii#j^ in^'-.Tjlr-- «era nécessairement 
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équivalent au système (12). Cela posé, les r équations 

admelteftt les intégrales Vp ..., r^n- n ol il on sora de même de toute 
équation 

(IT) \(fU^f) + ••• + A, 0(,, r::^ 0, 

Ap ..., /v étant dos coeflicicnts (juolconqnos. Cott(î nouvelle équation 
sera vérifiée pour f= i/p ...,/*= ii^, pourvu que les coefficients /.p 
..., /v vérifient les r relations 

Aj (Wp M,) -f- ... 4- )v (i<r> ";) ~ 0, (î = i , 2, ..., r). 

On a un système de r équations linéaires et liomogènes dont le 
déterminant est précisément D, Par hypothèse, ce déterminant est 
nul, ainsi que tous ses mineurs d'ordre m — 1, sans que tous ses 
mineurs d'ordi-e m soient nuls. On pourra donc trouver m équations 
distinctes de la forme (13) admettant les intégrales i/p ..., n^. Ces 
vi équations 

B. (f) = 0, ..., B.„ (/) = 

■ 

admettent les intégrales Up ..., i<,, t\, ..., r,„_r et, par conséquent, 
forment un système équivalent au système (12). 

128. Parmi les formes en nombre infini d'un même groupe, il 
est naturel de prendre pour forme canonique celle pour laquelle les 
parenthèses (u,., %) = ^^.(«p ..., ti^) ont les valeurs les plus simples 
possible. Si on considère d'abord un système en involution, toute 
autre forme du même groupe sera également en involution et le 
groupe est réduit de lui-même à la forme canonique. Il suffit donc de 
considérer un groupe diflërent d'un système en involution. Remar- 
quons d'abord que, si ce groupe est d'ordre )% il renfermera au plus 
r — 2 fonctions distinguées distinctes. T']n efiet, s'il en avait r — 1, 
Up ..., U,._i, on compléterait le groupe en ajoutant à celles-là une 
' autre fonction V. On aurait alors les relations 

(Up V) =0, ..., (U,.„ V) =0, (U;, U,) --= 0, 

et le groupe se réduirait à un système en involution. 
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Prenons donc un groupe (u,, ..., n^) non en involution, el soit h^ une 
fonction non distinguée du groupe, de telle façon que l*une au moins 
des expressions (i/p tf,)? •••> (^'i> ^'r) soit différente de zéro. On pourra 
trouver une autre fonction du groupe F (Uj, ...^ k^) satisfaisant à la 
condition (n,, F) = i. En effet, cette condition développée s'écrit 

et on a pour déterminer F une équation linéaire dont le premier 
nieiubre n'est pas identiquement nul. Prenons pour ir, une intégrale 
do cette équation, de telle sorte que Ton ait 

je dis qu'on pourra compléter le groupe avo" r — 2 fonctions i(|, ..., 
h/._3 vérifiant les relations 

(îfp F) = 0, {u,, F) = 0. 

Si on suppose que F est une simple fonction de «j, ..., «,., ces 
équations s'écrivent 

/ ôF âF ÔF 

ÔF ÔF ÔF 

du^ * Ou^ ^ ^ au,. 

elles sont évidemment distinctes et forment un système complet, car 

(u., (m., F)) - (u„ («„ F)) = ((«„ «,), F) = a, F) = 0. 

Soient uj, ..., Wr-», ^' — 2 solutions distinctes de ce système formant 
un groupe d'ordre r — 2. Les r fonctions Wp if,, ttj, ..., Wy_2 sont 
indépendantes; en effet, toute relation entre ces fonctions contiendrait 
nécessairement i/j ou ttj, u^ par exemple. Soit 

'!/(Ui, t(j, ii\, ,.., «;«.) =0 

cette relation ; on aurait 

•"-' '^^ "^ J7 ^"*' ^**^ "^ ^ *^***' '^'^ "^ ••• ■*■ ?Ï7C^^^'*' ^^'"'^ ~ ^' 

el le premier membre se réduit à ^ • 
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On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Étant domié un groupe (Wp ..,, n^) non en involuiion, on peut 
toujours décomposer ce groupe en deux autres : un groupe de 
deux fonctions te,, u^y telles que (m^, u^) =: 1, et un groupe de 
r — 2 fonctions u[, ifj, ..., tC-?, en involutioji avec le premier (}). 

Poui'suivons la réduction. Si kJ, u\^ ..., t^._2 est un systèino en 
invohition, le îçroupe proposé est ramené à la forme canonique 

Ap r^y Ifj, ..., 1/r— 2> 

où X| = Mj, Pj = iCp pour laquelle on a les relations 

(Pp X,) = 1, (Pp u\) = 0, (Xp ul) = 0, (k;, te;.) = 0. 

Si le groupe (uj, t(j, ..., xC^i) n'est pas en involution, en lui appli- 
quant le môme procédé, on le décomposera en deux grroupes 

si (tip ..., «'_i) est en invohition, le système proposé sera ramené à 
la forme canonique 

Y p V p ,,» v' ii' 

pour laquelle toutes les parenthèses seront nulles, sauf (Pp X,) et 
(P,, X,), qui se réduiront à Tunité. Si («J, ..., m;_4) n'est pas en 
involution, on recommencera les mômes opérations, et, en continuant 
ainsi jusqu'à ce qu'on arrive à un système en involuliqn, on voit 
qu'on peut toujoui's mettre un groupe sous la forme canonique 

Y p Y p Y P Y Y 



(*) Considérons en parliculicr une équation linéaire (at, /"l^O, où a est une fonclion 
donnée de jr,, ..., x^, p„ ..., /»» ot /" une fonction inconnue des mémos variables. Les Su — 3 
intéjîralcs. autres que a, do celle équation forment avec a un groupe d'ordi*e 2m -- I. Soit a, 
unedoces intégrales: or, no peut être une fonclion distinguée, car les deux équations (at,/)=o, 
(a,, |') = auraient 2« — 1 intégrales communes. Par conséquenl, on pourra complélcr la 
solution avec 2m — 3 inlégrales'ot., ..., «s» -t» satisfaisant aux rclalions 

(jr,. S:) — 1, (a,,aj)«oO, ..., (afi, «tn-O = o« 

{\(Av Uécanique aHahjiifiNe,3'^ ci {*> éditions. Noie de 31. Bertrand.) L'application répétée 
du théorèmc.de Poisson aux deux intégrales a, et F (ar,,at, ..., a,n- c) fournira 2m — 2 inté- 
grales distinctes, si la fonction F n'a pas été i>rise d'une façon p;u liiulière. 



\,. P^ élâal des fonctioDs in'lépeDdantcs telles que toutes les paren- 
tL'js^î ■ P . X y aient pour valeîir Vuniién tondii que toutes le? autres 
parenthèses sont niille». 

Un groupe étant ri^iult h la forme canonique, les éi|uatioas qui 

'f/rtr-rriiinent les fon^^tKin* rli-tinîni»V* n «X, X, , P,,..., P # 

pn'nnenf !o ffirm*' 

---=«». ---=:0, «i = 1, 2, .... 71: 

iffUU' fi'rnclion «li^linirm-e <e rt'-«luit <|i>nc à iint^ simple Ibnf'tion île 

X<y^i, .... X^ ,. La diflërence entre le nombre des fonctions distinctes 

d*iin jrroupe (2q -h ni) et le nombre des fonctions dislin^'-uées m est 
donc toujours un nombre pair 2^. 

Kn réunissant tous ces n'^sultats, on peut énoncer la proposition 
suivante : 

Tout /froiipf de fonction^ peut i'ire rnnv*i\i^ à la foi'tne l'anonirptc 

Y p V P Y V 

pOHi' laquelle toutes les parenthèses sont nulles^ sauf les paren- 
thèses Cr\, Xj, qui se réduisent à l'unité. Les fonctions distinguées 
du (froupe sont les seules fonctions de X^+i, ..., X^^.». 

La différence entre V ordre du groupe et le )wmhre des fonctions 
distinguées est un nombre pair, 

129. lîltant donné un groupe canonique d'ordre 2q 4- m<c2», on 
peut trouver d'autres groupes canoniques renfermant celui-là, en 
particulier dos groupes d'ordre 2p. Prenons d'abord un groupe 

renfermant des fonctions distinguées. Supprimons une de ces fonctions 
distinguées, X^^^, par exemple, on a un nouveau groupe 

dont le groupe polaire renfermera X^+i et sera de la forme 
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d'ailleurs, X^+i n'est pas une fonction distinguée du groupe (C), 
puisqu'elle n'appartient pas au groupe (B). On pourra donc trouver 
dans (C) une autre fonction P,^4.i telle que (P,+i, X^+i) =i 1; 
P.^+i ne peut appartenir au groupe (A), car si on avait 

on en déduirait (X^+i, ^q + \) =■ 0. Par conséquent les fonctions 
(W P P P V V Y 

forment un nouveau groupe canonique (A)' , renfermant le groupe (A), 
et ayant une fonction distinguée de moins. 

En répétant les mômes opérations sur le groupe (A)' et ainsi de 
suite autant de -fois qu'il est nécessaire, on voit que tout groupe cano- 
ni(jue est renfermé dans un autre groupe canoni(|ue qui n'admet 
pas de fonctions distinguées. 

IVcnons un groupe de cette espèce 

P P P \ V • 

en lui ajoutant une fonction X^+i du groujKî polaire, on a un nouveau 
groupe renfermant une fonction distinguée 

P P y \' ' Y 

que l'on peut compléter en ajoutant une fonction P,^+i, de façon à 
avoir un groupe canonitjue de t2<y -f- 2 termes 

p p Y V 

sans fonction distinguée. En continuant ainsi, on arrivera à un groupe 
canonique de 2n termes 

Donc, étant donné un (froupc canonique quelconque 

V P V V 

on peut toujours trouver d'autres fonctions P7+1, ..., P«, X,/+,« + i, 
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..., X^ telles que les fonctions 

P P P P \' V V V 

* p •••1 * V' *7 + l> *"^ "■"«> "^-l» •••) ''*g+»o "^^g +»«-f- 1) •••) '**^« 

forment un groupe caiionique de 2n termes. 

130. Les résultats du paragraphe précédent permettent de résoudre 
une question qui est très importante dans la théorie des jjToupes, 
Étant donnés deux groupes de r fonctions (h,, ..., w^) et (i\, ..., iv), 
dans quels cas peut-on passer de Tun à l'autre par une transformation 
de contact? En termes plus précis, que faut-il pour qu'il existe une 
transformation de contact changeant t/p ..., u^ en de nouvelles 
fonctions tUj, ..., av, qui s'expriment au moyen de t'j, ..,, v/? 

Il est évident d'abord que toute transformation de contact ne change 
pas le nombre des fonctions distinguées d'un groupe. Par conséquent, 
le problème ne sera possible que sî les deux groupes ont le même 
nombre de fonctions distinguées. Celte condition nécessaire est 
J'ailleui*s suffisante. En effet, soit 

P P \ V 

un groupe d'ordre r = 2ry -h m y avec m fonctions distinguées. Nous 
• venons de voir qu'il existe toujours d'autres fonctions P^+i, ..., P„, 
\+rn + u --.î ^.n telles que , 

P P V \ 

soil un groupe canonique. On aura donc les relations 
.(X..,X,) = 0, (X,, P,), = 0, (P.,P,) = 0, (P,, X,) = l, 

par suite (§ 112), on pourra trouver une autre fouclion Ci (.r,, pi), 
telle que les fonnules 

(lélinissenl une transformation de contact. Par celle transformation, 
le groupe considéré sera ramené à la forme 

Pu •••> Pji "^1? •••? ^^'I + --i 

tout autre groupj du mùnii? onlre, ayant le même nombre m de 



CHAP. XII. — THÉORIE DES GROUPES. 319 

• 

fonctions distinguées, pourra être ramené à cette même forme par 
une autre transformation de contact et, par conséquent, on pourra 
passer de Tun à Tautre par une transformation de contact. 

Donc, les seuls invainants d*un groupe relativeinent à toute 
transformation de contact sont Vordre du groupe et le nombre 
des fonctions distinguées. 

131. Tout groupe à 2q •+- m termes, renfermant m fonctions 
distinguées, pouvant être ramené à la forme canonique 

P P V \ \ Y 

X |, ,,,j JTç, ^Ip ..., -Xç, ^^.^4.1, ..,, ^Vg4.„,, 

contient un système en involution d*ordre q 4- m, le système Xp 
..., \q+,n. D'ailleurs, il ne peut contenir de système en involution 
d'ordre supérieur à q -h ni. Soit, en elTet, tp^, ..., if},, un sous-groupe 
en involution du groupe proposé; on a vu plus haut qu'on pouvait 
trouver d'autres fonctions X^^^^^.,, ..., X^, P94.1, ..., P^ formant avec 
le premier groupe un groupe canonique 

P P \ V 

Les fonctions 

4>p ..., y^v) A„, ^..j^Li, ..., A„ 

formeront un système eu involution dont l'ordre sera v + /t — 7 — m. 
On a, par conséquent, 

i -h n — q — m ^ n, d'où v ^ </ + m. 

Remarque. — Sf l'ordre d'un groupe est supérieur à n, il est facile 
d'avoir une limite supérieure du nombre m. Soit r l'ordre d'uu 
groupe G, 

r =:! 2q -h m =z 71 -h k; 

G conlient un système en involulion d'ordre m -4- q. Donc, ou a 

m + 7 ^ », ou 2m -h 2q ^ 2?i, 

et, par suite, en retranchant les doux relations, 

m < n — k. 

La détermination d'un syslèmc en involution d'ordre maximum m -»- q, 
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cfjnleiiu dans un ^^uupe crordre 2^ -h m avec m fondions distin;:u«}e^, 
exige, en général, des intégrations. Soit (ce,, ..., «j,^«) le groupe 
proposé. On commencera par détenniner m fonctions distinguées L',, 
..., L'^, ce qui exige les opérations m, m — i, ..., '3, 2, 1. Prenant 
ensuite une autre fonction non distinguée du groupe, u, par exemple, 
l'équation linéaire 

(tfj, F) = 0, 

OM on remplace F nav une fonction de if,, ..., Ui,^^.^^ est une équation 
linéaire à -7 4- m variables, dont ou conuait m H- i intégrales w,, 
l'p ..., U^. On aura une nouvelle intégrale a\ par une opéi*atioa 
d'ordre 2q — 2. On considérera ensuite le système complet 

(«p F)=:0, (tr„ F) = 0, 

dont on connaît m ■+■ H intégrales <ip tCj, U,, ..., U„, et ainsi de 
suite. En résumé, on aura un système en involution d'ordre q-^- 1)«, 
contenn dans le groupe propose, pur les opérations 

Wy 7)t — 1, ..., 3,2,1; 27 — 2, 2g — 4, ..., i, 2. 
132. Arrivons maintenant à Fobjet essentiel de ce chapitre. Soit 

nu système eu involution, qu'il s'agit d'intégrer; supjwsous «jue Ton 
ail olilenu, par un moyen quelconque, un ceiiain nombre d'inlégrales 
/v-4-1, ■••t f,j différentes de /*,, ...•, f,p du système complet 

M-V il\yn = <U ..., (f.nf) = ^' 

Par exemple, s'il s'agit d'une équation unique f^ = 0, provenant 
d'un problème de mécanique, les. principes généraux de la mécanique 
feront souvent connaître un certain nondii-e d'intégrales, autret? que /*,, 
de l'équation linéaire (/p f) =z 0. Comment peut-on utiliser ces iuté- 
grales connues, pour simplifier Tintégralion du système en involution 
proposé? 

Ou peut toujours supposer que l'applicalion du théorème de Poi^json 
à deux (pielc«jnt|U(îsde> intégrales/.^ 4.,, ..., f^ ne donuç piis d'intégrale 
distincte de /'p ..., f^. S'il n'eu était pas aiusi, on ajouterait les 
nouvellr's intégrales ainsi obleimes aux anciennes, et ainsi de suite. 
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Il suffit donc d'examiner le cas où les r fonctions /i» ...j /l^, ..., /*r for- 
ment un groupe. Si Tordre r est é;çal à 2n — q, on a immédiatement 
rintêjçrale {générale du système complet (15) et il suffira d'une quadra- 
ture (§ 122) pour avoir également Tintégrale générale du système 
en involution (14). Nous supposerons, par conséquent, r *< 2?i — q. 
Le groupe (/"p ..., /J,, .... fr) contient les q fonctions distinguées 
/"i, ..., fg, mais il peut eu contenir d'autres. Pour plus de généralité, 
nous supposerons que ce groupe contient en outre m fonctions 
distinguées, distinctes de /"j, ...,/J^(m^O). On a vu plus haut (§ 127) 
comment on pouvait toujoui^ déterminer le nombre entier m par des 
calculs élémentaires. On aura alors 

r = q -}- m -{- 2v, v ^ 0. 

Ce groupe contiendra un système en involution d'ordre q 4- m -i- v 

M> •••> lq9 ^l) "M *^my '' 17 ••«7 '' *', 

et, si on peut déterminer ce système, l'intégration du système en 
involution proposé sera ramenée à l'intégration d'un nouveau système 
en involution de {q -+- m 4- v) équations, problème qui est évidem- 
ment plus simple que le proposé et qui n'exige que les opérations 

2h — 2/j — 2m — 2v, 27i — 2 — 2^ — 2m — 2v, ..., 4,2, 

et une quadrature, si on emploie la méthode de Jacobi et Mayer. 

133. C'est une circonstance de ce genre qui se présente dans le 
problème des trois corps. Supposons, pour simplifier, que l'un des 
corps soit ri\e. On est alors conduit à une équation aux dérivées 
partielles de la forme 

li \'i\y ..., aCg, jîj, ..., j)^) m ((^ 

et le principe des aires fait connaître trois intégrales Fj, F,, F, de 
l'équation linéaire (H, F)'=z:0. Ces trois intégrales forment un groupe, 
car on a les relations 

(F„ F,) = F„ (F„ F,) = F„ (F„ F,) = F, ; 

ce groupe étant d'ordre 3, sans être en involution, ne peut contenir 

C. LrçoHx, 21 
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qn une fonction distinguée. Pour l'obtenir, nous avons à considérer 
les trois équations 

qui se réduisent à deux équations distinctes et qui admettent Tintcl^ 
jp'ule commune 

•1> =¥[ -h ¥\ 4- F^ 
Les trois équations 

H = a, Fj = b, FJ 4- F_; + FJ = c 

forment alors un système en in vol ut ion et Tintêgration d*un pareil 
système par la méthode de Jacobi et Mayer n'exige que les opéra- 
tions 6, 4, 2, et une quadrature. 

On arrive à un résultat tout pareil dans le cas général, où aucun 
des corps n'est supposé fixe (*). On a alors une équation du premier 
onlre à neuf variables 

et les lliéoix-mes généraux de la mécanique fournissent 8 intégrales 
distinctes de l'équation linéaire (H, F) = 0. Ces intégrales forment 
un groupe qui contient deux fonctions distinguées et qui renferme, 
par conséquent, un système en involution d'ordre 5. Les intégrations 
nécessaires pour déterminer ce système peuvent èti*e effectuées et, 
en ajoutant l'équation H =: a, on est conduit à un système en 
involution de six équations. Les opérations qu il faudrait faire pour 
achever le problème sont donc du même ordre que dans le cas 
particulier examiné d'abord. 

13 i. Au lieu de déterminer le système en involution d'oindre 
7 -*- m -H V contenu dans le groupe (f^y ..., /],, ..., f^), on obtient 



(•) Lie, UMtkemëthcke Anunlcn, l. VI H. p. 2S3. 
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des simplifications équivalentes en déterminant simplement les 
m fonctions distin^ées, autres que /j, ..., f^. Soient û,, ..., Û,^ ces 
m fonctions distinguées et <^j, ..., 4>r; les 2v fonctions qui complètent 
le groupe 

fv •••5 /g» ^i' •••> ^/«> ***!' •••> ^ï*2v» 
Considérons le système complet 

dont on connaît m -h q intégrales f^, ..., Q,„; on en obtiendra une 
autre fq+i par une opération d'ordre 2n — 2;u — 2^ — 2v. Cette 
fonction /'ç4.i n'appartiendra pas au groupe, car elle serait une 
fonction distinguée dans ce groupe, c'est-à-dire une fonction de 
A> "-y fqf ûp ..., û« et, d'après la façon dont on opère, il ne pourra 
pas en être ainsi. On sera alors ramené à intégrer un système en 
involution 

connaissant les 2v solutions <I>j, ..., ^\\', du système complet 

Nous opérerons de la môme façon que tout à l'heure en considérant 
le système complet 

(A, = 0, ..., (/;,+., 0=0, (û„/*) = o, ..., (4>,.„ /•) = 0, 

dont on connaît m -h q -^^ i intégrales. On en trouvera une autre 
par une opération d'ordre 2n — 2m — 2q — 2v — 2. En continuant 
ainsi, on arrivera, par une opération d'ordre 2, à un système en 
involution 

/;=0, ..., f'x^O, Ûi=:0, ..., Û„» = 0, |i.=:n — m — ;, 

connaissant les 2v solutions <I>j, ..., <l>j., du système complet 

L'intégration de ce système n'exige plus qu'une quadrature. 
En i*ésumé, pout' intégrer un système en involution 
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• 

connaissant 2v -h ni intégrales des équations (fi, f) = 0, qui 
forment avec f\^ ..., f^ un groupe possédant, outre /j, ..., f^y 
m fonctions distinguées, la méthode précédente exigeles opérations 

w, m — 1, ..., 3, 2, i, 
2n — 2/7 — 2m — 2v, 2h — 2 — 2(/ — 2m — 2v, ..., G, t, 2. 

La méthode de Cauchy généralisée exige les opérations 

2;i— 2// — m — 2v, 2;i — 2^— m — 2v — 1, ..., 3,2,1. 

Con^idêrons en particulier le cas d'une seule équation 

/| X *^'p •••? ^*-»^ -ri' *••? /^w^) "~~ ^1' 

et.suient <l»j, . .. , «l'j-, + „ des inté^rrales connues de Téquation (f^ ,/) =: 

qui forment avec f^ un jrroupe renfermant m fonctions distinguées 

sans compter f^, On a plusieurs cas à distinguer, suivant que le 

nombre 2v H- m est inférieur ou supérieur à n. 

i" Soit 2v + )ii <: ïî — 1 ; on aura aussi m <: ii — I et, par 

consé-quent , 

2v 4- 2m <:2n — 2. 

Les nom])res 

m, m — i, ..., 3, 2, i, 

2// — 2 — 2v — 2m, 2>i — i — 2v — 2m, ..., 

seront respectivement plus [>etits que les nondbres 

2n — 2 — 2v — m, 2h — 3 — 2v — m, ..., 3,2,1; 

kl nouvelle méthode est plus simple que celle de Cauchy. 

2^ Soit 2v 4- m = n — 1 ; si v = 0, les fonctions f^J <I\, ..., ^««i 
forment un svstème en iuvolution et rintéjn^ation est terminée inuné- 
diatement par la méthode de Jncobi. Si v :> 0, on aura m < >i — 3, 
2v 4- 2m ^ 2ii — 4 et, par suite, 2fi — 2v — 2m — 2 :> 0. La 
méthode est encore plus simple que celle de Cauchy. 

3® Soit 2v 4- m ^ n. On verra encore que la nouvelle mélliodo 
est plus simple que celle de Cauchy, à moins cpie Ton n'ait 

o„ _ 2v — 2w —2 = 0; 

d.tn< 00 c»s, le :4ronpp ?/,, <î»j 'l»r.a.,J> conlionf un >:y?ténîe en 
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involution d'ordre v 4- tn 4- 1^= n ot nous verrons plus loin qu'il 
suffît alors d'une quadrature pour achever l'intégration. 

135. Les métliodes précédentes supposent que l'on a déterminé 
préalablement les fonctions distinguées du groupe (/*,, ..., /J^, ..., f^.), 
M. Lie est revenu sur ce sujet dans le tome XI des Mathematischc 
Annalen, et a montré que celte détermination n'était pas nécessaire. 
La méthode générale à laquelle il est parvenu ainsi paraît atteindre 
le plus grand degré de simplification possible. Nous établirons 
d'abord un certain nombre de propositions préliminaires. 

Soient Z, Xj, ..., X^, Pj, ..., P„ 2m 4- 1 fonctions quelconques 
des 2?i -4- 1 variables indépendantes r, Xi, pt,, dont les différentielles 
satisfont à la relation 

(16) dZ — PjdXi— ... — P^dX^ = p((ir— pjci^i — ...— p^dar^), 

où p est une fonction des variables r, a?,-, pi. qui n'est pas nulle. Le 
nombre entier m ne peut être inférieur à n, car, si on a entre les 
variables c, x.., Pf, les m -h 1 relations 

là =: Œy Xj = flj, ..., \„^ Z=Z a^,^J 

où a, ttp ..., a^ sont des constantes quelconques, on aura entre les 
différentielles la relation 

dz — Pj dx^ — ... — p^ dx,^ •= 0, 

ce qui exige (§ 8f)) qu'il y ait au moins n ■+• i équations distinctes 

entre les variables. On a examiné en détail, dans le chapitre précédent, 

le cas où w = n. Supposons maintenant m ^ n. Quelques-unes des 

démonstrations données au § 105 subsistent sans modification. Ainsi, 

en supposant que les différentielles dz, dx^, ..., dx^ soient liées par 

la relation 

dz — Pi dj\ — ... — p^ dx^ = 0, 

on aura d'abord 

d\- , ^-^i. ^^i j àXi ^ 

/ '^P' =d^ '^^« -^ •••-*- dT/"" + J^"^' + ••• -^57/^- 

\ (i =: 1, 2, ..., 77?). • 
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On démontrera ensuite, en reprenant les cakols qui ont été faits à 
la page 270, que Ton a encore 

1?rfar,= -— * dX, — — -i dP, + ... -I- -r-^ dX.— --î? dP., 
âp, dp, dp, dp, 

dP, .^. dX.^_ ^P.^v ^-^^n 

— pd/>.= --'dX,— -—• dP, + ...-+. —-dX.— —-?dP.: 
^ ^ dXi dx- dXi dx, 

u étant une fonction quelconque de r, x,^ p^ si on remplace dx-, 
dpi par les valeurs précédentes dans la formule qui donne d u 

du dtf du du 

du = -r— dx, ■+- ... -*- - — dx, -f- - — dp, + ... -f- -T— dp,, 
dx, ■ dx. dp, ' dp^ 

il vient 

ri9» ^ r^» = \}'r w] ^^1 -♦- ••• + [P-» "] <'^- 

^ f — [Xj, ii]dP, — ... — [X., ti]dP.. 

Si TÏ2 esl plus grand que n, les 2m fonctions X., P^ ne sont plus 
indépendantes et on ne peut pas conclure de cette relation que les 
crochets [X„ XJ et les analogues soient nuls en général. 

136. Considérons maintenant une identité de la forme 
(20; dU4-F,d/j+ ... 4- t\d/; = p, dx, 4* ... 4«p.dx. (r>:n\ 

où U, F-, ff. sont des fonctions des 2n variables x,, ..., x,, p,, ..., p^. 
Celte identité peut se ramener à la forme (16) en l'écrivant 

d(z — U) — F, d/*, — ... — F^df^ = dz — p, dx, — ... — p^dx^^ 

et les formules (18) et (19) deviennent ici 

i dX; = -— d/, — -— dF, -*-.. + 3— d/; — -— dF^ 
4^ , ) àPi dp, dp, dp, 

f — ap. = x~ "/i — T" «F, h ... -H __ d/; — -— dF^, 
\ dx. dx- dx. dx, 

et 

M ~ (A, ^0 rfF, - ... - (/U II) dP,, 

Il étanl une fonclion quelconque des variables x , p^. 
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Les équations (18)' prouvent que, parmi ^les 2r fonctions F^, fi,, il 
y en a toujours 2n d'indépendantes. S'il n'en était pas ainsi, tous leà 
déterminants d'ordre 2n contenus dans le tableau rectangulaire 









dF. df. dF, dfr 

> -7 > •••> -7 » 



âx^ dx^ 



dx^ dx. 



seraient nuls, et des relations (18)' on pourrait déduire une relation 
linéaire entre les diflerentielles dx^, dpi,^ ce qui est évidemment 
impossible, puisque les variables x,-, pi sont indépendantes. Nous 
supposerons de plus, ce qu'on peut toujours faire, que les fonctions 
/*j, ...,/). sont distinctes. 

Gela posé, on a le théorème suivant : 

Si on a une identité de la forme 

(20) d\J 4- F^ df^ 4- ... + F, df^=p^ dx^ -*- ... 4- p^ dx^, 
où /"j, ..., f^ sont r intégrales distinctes du système complet 

(21) (A,/')=0, ..., {f„n=0, où (/•.,A) = 0, (t,fc=l,2,...,g), 

Fç4.i, ..., F^ donnent les autres intégrales de ce système complet 
et on a les relations 



(22) 



[f„z -\J]=0, 



[f„ z - U] = 0. 



Si dans l'identité (19)' nous remplaçons u par f^^ il vient 

df, = (Fi, A) df, + (F., A) df, + ... + (F„ /•,) df^, 

et, puisque par hypothèse les fonctions /*,, ..., /). sont indépendantes, 
on a les relations 



(F„A) = 1, (ri,F,) = 0, 



(fi, F,.) = 0. 



En remplaçant de môme u par /*,, ..., /J,, on en conclut que Fç^.!, 
..., F^ sont des intégrales du système complet (21). D'un autre côté, 
parmi les 2r fonctions F,-, /)., il y en a toujours 27i d'indépendantes; 



:Î2S LFi :«>NS ^VlX les kJtV\TlOS> AFX DIÎKIYKFS PAI;IILLLF<. 

donc, parmi les fonctioas /*,, ..., /',, F,^i F^, il y en aura louiùors 

2n — q d'indépendantes. Dles donneront, par cooséqaent, l'ictégrale 
générale du système complet (21). 

Pour obtenir les formules «'22), remarquons que ridenlitê (20> 
iVpiivaiit aux 2n relations 

(-2), p,=^F,— + ^^, 

(k = iy2. ..., m. 



.•>! 



<^Î>1 Jpi 



RemplacoBs - — » - — par leurs valeurs tirées de ces formules dans 

9 

on trouve 

r 

[/•„ c - l] =2 f .</•„« = 0, 



i»l 



ef on voit de même que l'on aura 

l/;,--Ll = 0, ..., [/;,r-l] = 0. 

137. Nous avons encore besoin de connaître la solution du problème 
suivant: Étant données r fonctions /*p ..., f^ des variables x., pj^, 
telles qu'il existe d'autres fonctions Fj, ..., F^, U, donnant lieu avec 
les précédentes à Tidentité (20), comment obtiendra-t-on ces nouvelles 
fonctions U, Fj, ..., F^? 

Prenons pour nouvelles variables indépendantes /\, ..., ^^et 2)î — r 
quantités «j, ii,, ..., «j« _^, formant avec /*,, ..., I\ un système de 2« 
fonctions distinctes. La relation (20) devient 

('25) l ^ ''" 
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et elle peut être remplacée par les 2n relations 

(26) -T— = > pi. -r ? 

Des formules (26) on déduira U par une quadrature, en supposant, 
bien entendu, que le problème soit possible, et on aufa ensuite F^, . . . , F,, 
au moyen des formules (27). Remarquons qu'on peut toujours ajouter 
à U une fonction arbitraire de /*p ..., /^; ce qui était évident^apnori. 
On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Soient /*|, ..., f^ des fonctions connues de ar^ ..., cr^, pp ..., /)„, 
telles qu'il existe une relation de la forme 

(20) d U -h Fj (//"i 4- ... 4- F^ df, = p^ dx^ -H ... + p^ dx,,; 

U s'obtient par une quadrature, et on a ensuite Fj, ..., F,, par des 
diffcrcntiations setdement. 

138. L'application de ces résultats aux équations aux dérivées 
partielles conduit à l'important théorème ci-dessous. 

Théorkme. — Soit 

m A = c„ ..., f, = c, 

tin système en involution, et soient /\, ..., /J^, ..., f^, r intégrales 
distinctes du système complet 

(29) (/-pO^O, ..., (/•„r) = 0; 

s'il existe d*autves fonctions Fj, ..., F^, U, telles que Von ait 
la relation (20), Viniégvation du système (28) n'exige qu'une 
quadrature. 

En effet, nous venons de voir qu'on aura par une quadrature les 
fonctions U, Fp ..., F^. Les fonctions f^, ..., f^y F,^.i, ..., F^ donne- 
ront l'intéî^rale générale du système complet (29) et U sera une 
intégrale dos équations 

[f,,z-V] = 0, ..., \r,z-V\ = 0; 
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00 aura donc 2n — ^ + 1 intégrales dUtinctes du système complet 

et la méthode de Cauehy géoéralisée (^ 9i) nous fournira par des 
éliminations une intégrale complète du S}'stéme en ioTolution (28^». 
Ce théorème donne ime réelle împ<irtance à la question suivante : 
Connaissant les #• int^^rales /"j, ..., f^ ..., f^ du système com- 
plet (29), comment reconnaître si on peut trouver d'autres fonc- 
tions F,, ...y F^, U, telles que Ton ait la relation (20)? Nous suppo- 
serons que Tapplication du théorème de Poisson aux intégrales 
connues ne donne pas d'intégrales nouvelles, c'est-à-dire que les 
fonctions /"j, ...» Z*^, ...,/', forment un groupe. Pour qu'il existe une 
relation de la forme (20), i7 faut et il mffit que ce groupe reti ferme 
un système en involution d'ordre n, 
D'ahord, il est clair que la condition est suflisante; en effet, si elle 

est remplie, le groupe (/, /*^, ..., f^) peut être ramené à la forme 

canonique (^ 128) 

P P \ \ 

et on a une relation de la forme 

p^ tlx^ 4- ... 4- p. dx^ = Oj (/Xj -h ... 4- Q. c/X, -f- d\; 

comme X,, ..., X, sont des fonctions de f^y -.yfry cette relation peut 
aussi s'écrire 

p, dx^ h ... 4- y^ dx^ z= \\ df^ -I- ... 4- F^ df^ -*- dV. 

Inversement, si on a une identité de la forme (20), les fonctions /*j, 
..., /"^ engendrent un groupe qui renferme un système en involutîon 
d'ordre n. Soit 

la forme canonique de ce groupe; la relation (20) pourra s'écrire 

■ a 3 

2 pt '''i =y^k,d\,+'2^^,dY>, + rfv. 

On peut trouver d'autres fonctions P3 + 1, ..., P,, X^+i, ..., X. telles 
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que le gi'oupe 

P P \ X 

soit un groupe canonique et on a par conséquent 



tt 



Pl, (Ix^ =: Pj c/Xj + ... -I- P,, (/X„ ^ (l^\. 



En relranchant les deux identités membre à membre, il vient 

i^l I»! I-.1 

or, une telle identité est impossible, si a <: n. Car, en prenant Xp 
..., X., Pp ..., P^ pour variables indépendantes, on aurait les deux 
équations incompatibles 

djy-W)_ d(v-\v) _ 

« 

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante, qui n'est qu'une 
autre forme du théorème précédent : 

Étant donné un système en involution 

si on connaît r intégrales /",,..., /;^, ..., /*^ du système complet 

foi*mant un groupe qui renferme un système en involution d* ordre 
71 (ce qu'on peut toujours reconnaître par des opérations élémen- 
taires), l'intégration du système en invohUion proposé se ramène 
à une quadrature, 

139. La proposition de Jacobi sur le dernier multiplicateur n'e.st 

f 

qu'un cas particulier de ce théorème. Soit /\ = Cj une équation 
unique; l'équation linéaire (/\, f) = admet, outre f^^ 2n — 2 inté- 
grales distinctes. Supposons qu'on ait obtenu toutes les intégrales, 
sauf une, et qu'on ne puisse obtenir cette dernière intégrale par 
l'application du théorème de Poisson; alors les intégrales connues 
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A? /ï» •••? ftn-i ibnnent un ^^oupe d'ordre 2n — 2 dont la forme 
canonique sera 

Pp ..., Pp, Xp ..., X„ (a 4- ? = 2n - 2); 

comme le groupe contient une fonction distinguée /*j, g sera inférieur 
à a et on aura forcément a = n. Les intégrales Xj, ..., X, formeront 
donc un système en involution d'ordre ?i. Par conséquent, d'après 
le théorème précédent, on pourra obtenir la dernière intégrale de 
l'équation (/p /*) = par une quadrature. 

La proposition précédente va même plus loin que la théorie de 
Jacobi. En effet, une quadrature unique nous donne à la fois une 
intégrale complète de l'équation f^ = Cj et la dernière intégrale de 
l'équation (f,, f) = 0. En employant le dernier multiplicateur, une 
fois la dernière intégrale de l'équation (/\, /*) = obtenue par une 
quadrature, il faudi-ait encore une quadrature pour avoir une inté- 
grale complète de l'équation f^ = C\, 

140. Voici maintenant comment oh pourra se servir des intégrales 
connues pour simplifier l'intégration. Soit toujoure 

(28) /'j = Cp ..., f^z=Cg 

le système en involution proposé, et soient /\, ..., /*^, /i+i? ...» /!• les 
intégrales connues du système complet 

C29) {fi,f) = 0, ..., {f„f) = 0; 

nous supposons que ces intégrales forment un groupe qui admqt, 
outre /"p .... f^, m fonctions distinguées Ûp ..., Û^„ d'ailleurs incon- 
nues. On a vu plus haut (§ 127) comment on pouvait obtenir, par les 
calculs les plus élémentaires, un système d'équations linéaires 

(30) B,(/) = 0, ..., BJ/) = 0, ..., B,^.(/')=0, 

équivalent au système complet 

Il suffira, par exemple, de poser 
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et de former ensuite les équations de la forme 

>^i(/;+.,n + -.. H- A.-.(A,o=o, 

qui admettent les intégrales /J,^.i, ..., f^. Il existe m équations dis- 
tinctes seulement satisfaisant à ces conditions; on les prendra pour 

13,^,(0, ...,B,4.«.(/). 

Le système (30) ainsi obtenu admet les r intégrales fp ..., /"y, ..., Z"^; 
on en obtiendra une nouvelle intégrale par une opération d*ordre 

2n — q — m — r, 

ou, en remarquant que la différence r — q — m est un nombre 
pair 2v, par une opération d'ordre 

2n — 2qf — 2m> — 2v. 

Soit 6j une intégrale du système (30); deux cas peuvent se pré- 
senter. D'abord, il peut arriver que les fonctions f^, ..., /*,, ..., Z*^, 6^ 
forment un groupe; les fonctions /"p ..., f^^ ûp ..., û,„ seront des 
fonctions distinguées de ce groupe et, comme la différence r 4- 4 
— q — m n'est pas un nombre pair, ce groupe admettra une fonc- 
tion distinguée de plus Ûm + i (*). On est donc conduit à un problème 
de même forme que le premier, les nombres r et m étant remplacés 
par r -+■ i ot m H- 1. On formera comme tout à l'iieure un système 
complet 

lJ,(/)=0, ..., \\^,,^,{f) = 0, 

équivalent au système 

(A. n = o, ..., (/;,/•) = 0, (ii„/) = o, ..., (û«^„/-) = o, 

dont on connaît r -f- 1 intégrales; la reclierche d'une nouvelle inté- 
grale exigera une opération d'ordre 

2;i — r — 1 — 7 — m — 1 = 2?i — 2// — 2m — 2v — 2. 

L'ordre de cette opération. est, comme on voit, inférieur de deux 
unités ù Tordre de la première. 



(1) Le nouTciiu {iroupc ne peut contenir plus de »m + i) fonctiuHs (lislinjzuécs. D'aprîv; la 
fartuî mO me dont on calcule le nomluc des fonctions dislinguces d'un groupe, on voit, on 
effet, que, si un groupe d'ordre rconlicnl m fondions distinguées, uu sous-grouiw d'ordre 
r — 7 en contient m — </. 
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I] peut arriver que les fonctioiis /",, ..., /V, 6, ne forment pas un 
groupe. Alors Tapplicatron du théorème de Poisson nous donnera 
d'autres intégrales d/j, ..., *l,. Dans le groupe ainsi obtenu (/|, ..., /)., 
'^p ..., 6/) les fonctions /i, ..., /*,, û,, ..., Q^ sont des fonctions 
distinguées, mais il peut- y en avoir d'autres Qn+i, ..-, Ûm+»'- Le 
problème a encore repris la forme primitive, sauf que r et m sont 
remplacées respectivement par r + s et m -i- m'. L'opération sui- 
vante sera d'ordre 

2>i — (r -h «) — (g + w + m'), 

et, comme s est au moins égal à 2, cet ordre est inférieur d'au moins 
deux unités à celui de la première opération. On verra de même que 
Tordre de la troisième opération sera inférieur d'au moins deux 
unités à celui de la seconde, et ainsi de suite. 

Supposons que de cette façon on ait obtenu assez d'intégrales 
(/i) •••) A) po"^ V^^ '^ système complet 

où Qp ..., û|x sont les fonctions distinguées, autres que /^,, ..., f^, du 
groupe {f^J ..., fc)y n'admette pas d'autres intégrales que /j, ..., /i- 
On aura dans ce cas 

ou, en posant s — (/ — ix = 2f, 

n = (/ -h ;x + t. 

Le groupe (/j, ..., f.) contient aloi-s un système en involulion d'ordre h 
et, d'après le théorème général démontré plus haut, l'intégration du 
aystéme (28) n'exige plus qu'une quadrature. 
On peut donc cnonc3r la proposition suivante : 

Théorème. — Ktant donné un système en invohUion 
si on connaît r intégrales /",, ..., f^ du système complet 

(/•„ f) = 0, ..., (/;, f) = 0, 

formant tui groupe qui admet, outre /*p .>-,f.^, m fonctions distin- 
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guées inconnues, Vintégration du système en involution proposé 
n'exige, dans les cas les plus défavorables, que les opérations 

2h — q — m — r, 2n — <5f — m — r — 2, ..., 6, 4, 2, 

et une quadrature. 

Toutes CCS opérations sont d'ordre pair et Vordre diminue 
d'au nttftns deux unités quand on passe d'une opération à la 
suivante. 

141. Pour donner un exemple, supposons que Ton ait une équation 
unique 

et que Von connaisse 7 intéjjrales ç^, 9^, ..., 97 de Téquation (/*, 9) = 
formant avec ^ un groupe d'ordre 8. Plusieurs cas sont à dis* 
tinguer : 
1** Ce groupe admet, avec /*, une autre fonction distinguée; Tinté- 
ration exige alors les opérations 



• r 



10, 8, 6, 4, 2; 

2° Le groupe renferme 4 fonctions distinguées. On a à effectuer 

les opérations 

8, 6, 4, 2; 

3° Le groupe renferme 6 fonctions distinguées. Les opérations 
nécessaires sont d'ordre 

6 4 2- 

4^ Enfin, si le groupe est en involution, l'emploi de la méthode de 
Jacobi exige les opérations 

4, 2. 

L'emploi de la méthode de Cauchy, combinée avec le dernier multi- 
plicateur, nécessiterait les opérations 

il, 10, 9, 8, ..., 4, 3, 2, 

et deux quadratures. 
Supposons encore que l'on connaisse 8 intégrales 9^ ..., 9g de 
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réqualion (/", 9) = 0, formant un groupe avec f. Tous les cas possibles 
sont résumés dans le tableau suivant : 



Le j^roupe contient 1 fonction distin^mée 



5 



7 




OPERATIONS. 

10, 8, 6, 4, 2 

8, 6, 4, tî 

6, 4, 2 

4, 2 
o 



Il KM arque. — On voit, sur cet exeniple, que la connaissance de 
S intégrales de Féquation (/', 9) = ne donne pas de plus jurandes 
simpliliciilions que la connaissance de 7 intégrales seulement. (Test 
là un fait général, que Ton vériliera bien aisément d'après les 
développements qui précèdent : si on connaît toutes les solutions, 
sauf 2 m 4- i, du système complet 

le )iroblèinc de Vintê^j ration n'est pas plus difficile que si on 
connaissait toutes les solutions, sauf 2m. 

142. Equations homogènes. — Nous allons maintenant nous 
occuper des équations homogènes et de degré zéro ])ar rapport aux 
variables ;>,, ..., p,. Ce cas particulier est important à considérer, 
ciir il se présente toutes les fois que Ton a des éciuatious du premier 
ordre tlont on fait disparaître la fonction inconnue par rartiiice de 
Jacobi. Soit donc 

(3^) Nj = Cp ..., N,^ = Cy 

un système en involution de q équations distinctes, où Np ..., N- 
sont (les fonctions homogènes de degré zéro des variables Pi. (D*une 
manière générale, on désignera par la lettre II une fonction homogène 
de degré ([uelconque, par la lettre N ou X une fonction homogène de 
(legi*é zéro, et i»ar la lettre P une fonction homogène du premier 
d.'gré; il s'agira toujours, dans la suite, d'homogénéité par rapport 
aux Pi.) I/i méthode de Cauchy généralisée ramène l'intégration du 
sy^^l^me en involution (32) à l'intégration du système complet 
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et, comme z est une solution de ce système, il suffira d'intégrer le 
système complet 

(34) (N.,<I>)=0, ..., (N„1>) = 0, 

pour avoir une intégrale complète du système (32) sans aucune 
quadrature. 

On peut encore simplifier l'intégration. Posons, d'une manière 
générale, 

dY dY 

M (F) = p. - + ...-.„._ = [F, =], 

et soit H une fonction homogène de degré s, de façon que M (H) = s . H. 
Appliquons la formule générale de Mayer aux trois fonctions r, H, F, 
les deux dernières ne renfermant pas z ; il vient 

[[H, F], z] + [[F, r], H] + [[:, H], F] = [F, H], 

OU, en posant [II, F] = A (Y), 

(:35) M (A (F)) — A (M (F)) = (s — 1) A (F). 

Par conséquent, si K est une solution de Véquation (H, F) =: 0, où 
H est une fonction homogène^ M (K) sera une intégrale de la 
même équation, 

La même formule (35) nous montre aussi que Ton peut ajouter 
aux équations (34) la nouvelle équation M (<^) i=r 0, sans cesser d'avoir 
un système complet (^). Le nouveau système 

(36) (N„<I.) = 0, ..., (N;,«I.) = 0, M(«I») = 

admet 2h — 2(/ — \ intégrales, autres que N^, ..., N^, que Ton 
obtiendra par les opérations 2)i — 2 7 — 4, 2)i — 2(/ — 2, ..., 3, 2, i. 
Soient <ï>,, ..., <Ï>î„_j^_i ces intégrales; toutes les parenthèses (4>„ ^i) 
seront des intégrales du système (34) et, comme ces parenthèses sont 
homogènes et de degré — 1, elles ne pourront être des fonctions de 
Nj, ..., N,^, <P,, ..., <!>,«_, ^_i. En ajoutant une de ces parenthèses, 
différente de zéro, aux intégrales déjà connues, on aura l'intégrale 



(*) Si réquallon M (<M = élîiit une conscqucnrc iIcs ûqualions (34), les S/i — 7 
intégrales ilo ce syslcnic 4>,, ..., (|>in— 7 seraient des fondions honiojîènes d'onlre léro. Les 
parenthèses (<|>,-, 4»^), qui sont homogènes cl de de^ré — t, devraient «Hre identiquement 
nulles. On aurait donc în — 7 t? »« ou 7 ? m, et nous supposons 7 •« «. 

G. Lffont, a 
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générale de (34). Le procédé ne serait en défaut que si toutes les 
parenthèses («ï)^, <I>^.) étaient nulles. Ceci ne peut arriver que lorsque 
les fonctions N^ et <I>a forment un système en involution d'ordre n, çt, 
dans ce cas, l'intégration est immédiatement terminée parla méUiode 
de Jacobi. 

Pour intégrer le système (32) par la méthode de Jacobi, on 
commencera par chercher une intégrale Ng+i différente de Np ..., N^ 
du système (36), ce qui se fera par une opération d'ordre 2n — 2q 
— i. On cherchera ensuite une intégrale du système complet 

(37) (N^,<ï>) = 0, ..., (N,,.,, *) = 0, M(<ï>) = 0, 

différente de Np ..., N^+i, ce qui exige une opération d'ordre 
2n — 2q — 3, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on ait obtenu un 
système en involution de n fonctions distinctes d'ordre nul Np ..., N^, 
..., N^. Cela fait, on aura sans difficulté n fonctions Pj, ..., P^, 
donnant lieu à l'identité (§ lii) 

Pj dNj -h ... 4- P„ tlN^ ^= Pi dx^ -*- ... H- p^ dx^y 

qui peut encore s'écrire 

rfZ — P, dN, — ... — P„ c/N^ -=: dz — Pi dx^ — ... — p^ dx„, 

où Z = 2. 
Les équations 

z = a, N, :^Cp ..., N, = C, 

donnent, par conséquent, une intégrale complète du système proposé. 
On est maintenant conduit à se demander quel est le meilleur 
moyen de simplifier l'intégration quand on connaît un certain nombre 
d'intégrales du système complet (34). Il nous faut, pour cela, entrer 
dans quelques détails sur la théorie des groupes homogènes. 

143. Un groupe d'onbe r est dit groupe homogène s'il contient 
r fonctions distinctes homogènes Hp ..., H^. La théorie de ces groupes 
spéciaux repose sur la proposition suivante : Si K est une fonction des 
variables x., p^, appartenant à un groupe homogène, M (K) appar- 
tient au même groupe* 

En effet, soit (Hp ..., H^) un groupe homogène et K une fonction 
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apparteiianl à ce groupe, K = <}( (H,, ..., H,). Des relations 

M(H,) = s,Hi, (i = 1, 2, ..., r), 

on déduit, en Multipliant par ^ et ^joutant, 

M (K) = y S;H.. |j| = 'i. (Il,, ..., H.). 

Réciproquement, si un groupe d'ordre r contient r fonctions 
distinctes Kj, ..., K^ telles que les expressions M (K^) soient des 
fonctions de Kj, ..., K^ seuleynent, ce groupe est homogène. 

Soit 

M (K,) =û,(Kp ..., K,), (t =1, 2, ..., r); 

si toutes les fonctions û. sont nulles, les fonctions K, sont homogènes 
et do degré zéro. Si l'une au moins des fonctions Q- n'est pas nulle, 
on jwurra trouver r fonctions distinctes appartenant au groupe, 
homogènes et du premier ordre. En désignant par <& une fonction 
de Kp ..., K^, Téquation M (<ï)) = «t peut, en effet, s'écrire 



taar 



2 ^ û< (K., ..., K.) = «r., 



t>>il 



et on a pour déterminer <I> une équation linéaire à r variables indé- 
pendantes avec second membre, qui admet, par conséquent, r inté- 
grales distinctes. De là se déduisent diverses conséquences : 

1® Les groupes homogènes se divisent en deux classes, suivant 
qu'ils admettent r fonctions distinctes homogènes d'oi*dre nul, ou 
non. Dans le premier cas, toutes les fonctions du groupe sont d'ordre 
nul; on peut le représenter par (N,, ..., N/). Dans le cas contraire, 
on peut toujours tnniver, par des divisions et des élévations de 
puissances convenables, r — i fonctions distinctes du groupe, qui 
soient homogènes et d'ordre 0, et une autre qui soit d'ordre 1, par 
exemple, de sorte que le groupe aura la forme (Nj, ..., Nr_i, P). 
Si toutes les fonctions sont d'ordre nul, le groupe est nécessairement 
en involution, car les parenthèses (N^, N^) devraient être d'ordre — 1. 

2<> Les fonctions communes à deux groupes homogènes forment 

(*. Leçons. tt. 
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tin groupe homogène. Car, si L est une foocUon commune à deux 
groupes, il en est de même âe M (L). 

3P Etant données v fonctions quelconques 4*j, ...,<!>•, des x-ariables 
JT., pty imaginons qu'on forme toutes les expression? M (<I>. ) et (4>„ 4>^). 
Ajoutons aux fonctions 4> toutes celles de ces expressions qui ne 
s'expriment pas au moyen des fonctions 4> elles-mêmes. On obtient 
ainsi un nouveau système de v + s fonctions distinctes <!>,, ..., 4^-«, 
..., <I>-,4.« sur lesquelles on peut recommencer les mêmes opérations. 
En continuant ainsi, il est clair qu'on finira par arriver à un grou|)e 
homogène. Les y fonctions 4>,, ..., <!>> engendrent donc un groupe 
homogène. 

4^ Le groupe polaire iVun groupe homogène est homogène. Soit 
(H,, ..., H^) le groupe pro]x>sé. Si K est une intégrale du système 
complet 

il en est de même, d'après la formule (35), de M (K) ; ce qui suffit 
pour établir la proposition. 

144. Il résulte aussi Je là que les fonctiojis distinguées cTun 
groupe homogène forment un groupe homogène. Car les fonctions 
distinguées d'un groupe sont les fonctions communes à ce groupe et 
à son groupe polaire. Soit (H^, ..., IIr_i, H^) un groupe homogène 
renfermant m fonctions distinguées. Deux cas peuvent se présenter : 
ou bien toutes ces fonctions sont d'ordre nul, ou bien elles ne sont 
pas toutes d'ordre nul. Il est facile de distinguer ces deux cas. On 
obtient le nombre des fonctions distinguées en cherchant le nombre 
d'intégrales communes des érjuations 

(H„<1.) = 0, ..., (Ii,<I.) = 0, 

OÙ ou suppose que 4> ne dépend que de Hj, ..., H^. Si ces équations 
se réduisent à r — m équations distinctes, par exemple aux r — m 
premières 

(:j8) (II„ a>; = 0, ..., (H,^«, *) = 0, 

le groupe admet m fonctions distinguées. Pour avoir les fonctions 
distinguées d'ordre uni, il faudra joindre aux équations (38) la 
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relation 

(39) M (*) =2 II- M CH,) = j s,H< j^ = 0. 

Si l'équation (39) est une combinaison linéaire des équations (38), 
toutes les fonctions distinguées sont d'ordre nul. Si l'équation (3&) n'est 
pas une combinaison linéaire des équations (38), les équations (38) 
et (39) forment un système complet doyt les m — 1 intégrales 
communes donnent m — 1 fonctions distinguées d'ordre nul. Les 
équations (38) admettent une autre intégrale commune dont l'ordre 
pourra être pris égal à 4 par exemple. 

145. On a vu plus haut (§ 128) que tout groupe pouvait être 
ramené à une forme canonique P,, ..., P„., Xj, ..., i,, où toutes les 
parenthèses sont nulles, sauf les parenthèses (P,-, X,) qui ont pour 
valeur l'unité. Da^s le cas des groupes homogènes, on peut de plus 
supposer que les fonctions X,, P^ sont homogènes, d'ordre et 1 
respectivement. Prenons, en effet, un groupe homogène; s'il est en 
involution, on peut prendre pour forme canonique Xj, ../, X^ ou 
Pi» •••> Pm> suivant que toutes les fonctions du groupe sont d'ordre 
nul ou non. Considérons en second lieu un groupe non en involution 
(Np ..., N,_i, P). Toutes les fonctions N^, ..., X^i ne peuvent être 
distinguées; supposons, par exemple, que N^ ne soit pas distinguée.' 
On pourra alors trouver une fonction F du groupe, du premier ordre, 
telle que (F, NJ = 4. Soit, en effet, F = P tj/ (Nj, ..., N,.,); la 
condition (F, Nj) = i développée donne 

(P, N.) <!- + 2 P (N„ N.) Il = 1 ; 

les fonctions (P, Nj) et P (N,-, Nj) sont des fonctions du groupe 
d'ordre zéro et, par consé(|uent, s'expriment au moyen de Np ..., N^-i 
seulement. On aura donc, pour déterminer «J/, une équation linéaire 
à r — 1 variables. Soit Pj une valeur de F ainsi obtenue; le groupe 
proposé se trouve décomposé (§ 128) en un groupe d'ordre 2 (Np Pj) 
et un groupe d'ordre r — 2, u[, ..., /iC-j> en involution avec le 
premier. Ce groupe (uj, ..., u,'_i) est encore homogène; car, si 
(rp ..., ViH-r) est le groupe polaire du groupe proposé, le groupe 



.^-j 
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<N,, Pj, i-j, ..., rj,_/) ej-l homo'ç'êne et son «.Toupe polaire est préei- 
sênienl (iij, ..., iir-s> Si ce nouveau groupe n'est pas en involution« 
on recommencera les mêmes opérations, et ainsi de suite jusqu'à ce 
qu*on arrive à un groupe en involution. Tout groupe homogène peut 
donc être ramené à la forme 

P \ P \ U L" 

OÙ le groupe (l.\. ..., U.j^est un groupe homogène en involution. Si 
tuutes les fonctions de ce gi"oupe sont d'ordre nul, on peut Fëcrire 
X%4.i, ..., X,-(,»; sinon on peut le mettre sonsia forme P<, 4.1, ...,P^4.^. 
En ré-suiné, tout (jrviipe homogène d'ordt'c Hq -f- »>i. rcnfermani 
m fonctions distinffuêe», peut être ramené à la forme canonique 

ou H la forme canœiique 

(\{\ \ V P P P P 

OÙ X-, Pi sont des fonctions homoffenes, d'ordre Qei\ respective- 
ment, satisfaisant aux relations 

(X,, X,) = 0, (X„P,) = 0, (P„P,) = 0, (P,,X,)=1. 

La forme (A) convient aux groupes dont toutes les fonctions 
diMinguées sont d'ordre nul, la forme (B) aux groupes pour 
lesquels il n'en est pas ainsi. 

On démontrera comme plus haut (§ 1^29) que tout groupe canonique 
homogène est renfermé dans un groupe canonique à 2n termes, et 
on on conclut que les scides propriétés d^un groupe homogène* 
invariantes relativement ù toute transformation homogène de 
contact, sont Voi'drc du groupe, le nombre des fondions distin- 
guées et le nombre des fonctions distinguées d'ordre nul. 

146. Iioprenons le système en involution (*>2) et soient 4>ç4-i, 
..., <P^ dos intégrales connues, diflérentes de N,, ..., N^, du système 
complet (3^4). Los fonctions N,, ..., N^, <I>,+i, ..., 4»^ engendrent un 
groupe homogène dont toutes les fonctions sont des intégrales du 
système (34) (§ 142). Si toutes les fonctions de ce groupe sont d'ordre 
uni, il est en involution, et le problème proposé est ramené à un 
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problème de même nature, mais plus simple. Nous pouvons donc 
nous borner au cas où les r intégrales connues forment un groupe 
homogène (Np ..., N^, N^+i, ..., N^_i, H), où H est du premier 
ordre. 

Supposons que ce groupe admette, outre Nj, ..., N^, m fonctions 
distinguées. Deux cas peuvent se présenter; si toutes ces fonctions 
distinguées ne sont pas d'oixlre nul, on emploiera pour terminer 
l'intégration la méthode générale du § 140. Si toutes ces fonctions 
distinguées sont d'ordre nul, on peut encore diminuer Tordre des 
intégrations en opérant comme il suit. 

Remarquons d'abord que, si le groupe (Nj, ..., N^-i, H) contient 
un système en involution djordre n, la forme canonique du groupe 
sera Pj, ..., P.,, Xj, ..., Xv, Xv+i, ..., X^, où v = n — m. On pourra 
alors (§ i 14) trouver des fonctions du premier ordre donnant lieu à 
l'identité 

KjdXj + ... + K^ dX^ = Pj dx^ -h ... H- p^ dx^^ 

et, comme X^ ..., X„ sont des fonctions de N^, ..., N^-^i, on aura 
aussi une identité de la* forme 

Lj dNj -I- ... -H hr-i dN^-i =Pi dx^ -f- ... + p„ dx„. 

Les fonctions Nj, ..., Nr-i, L^+i, ..., L;._i, H donnent toutes les 
int^rales du système (34) (§ 133). L'intégration du système (32) est 
terminée sans aucune quadrature. Laissant ce cas de côté, consi- 
dérons les équations linéaires 

: (N„«I.) = 0, (N,_„4.)=t0, (II,«I>) = 0, 

Ces équations forment un système complet. Soit en effet (r^ ..., i'î„_^) 
le gmupe polaire du groupe (N,, ..., N^_.i, H). Toutes les fonctions 
de ce groupe ne peuvent être d'ordre nul; on aurait dans ce cas 
2h — r = g -f- m, ou en posant r = g h- m -h 2v, 7t = g + m -f- v. 
Le groupe (Nj, ..., N^_i, H) contiendrait un système en involution 
d'ordre n et on serait ramené au cas précédent. 
Les r + \ équations (40), admettant 2)i — r — 1 intégrales 
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communes, forment un «y^tème complet. 11 y aura g h- m + 1 
équations distinctes de la forme 

>:, (Np *) + ... + X, (U, 4>) + \r^i M (<^^ = 0, 

admettant les r intt*{rrales N,, ..., X_i, H, car les équations de 
condition qui doivent vériGer a^, ..., V^: pour qu*il en soit ainsi se 
réduisent à r — q — m relations distinctes (*). Soient 

(41) (N„*)=:0, ..., rN\*)=p, B,^,(^)=0, ..., B,^.^,(*)=0, 

les équations linéaiix?s ainsi obtenues. Le système «'41) est complet^ 
car il admet r — q — m intt^rales de plus que le système (40i, 
c'est-à-dire 2n — q — wi — 1 intéirrales. On pourra donc obtenir 
une inlé^rrale de ce système différente de Nj, ..., Nr_ï., H par une 
opération d'ordre 2ii — r — q — )/i — 1 =:2n — 2q — 2ni — 2*» — i : 
cette opération sera toujours d'ordre impair. 

Soit 'l^ une intégrale de ce système. Deux cas sont à examiner. 

i** Supposons que les fonctions N^, ..., Nr_i, H, ^^ forment un 
groupe homogène d'ordre r -*- 1 ; ce groupe contiendra g -h im h- 1 
fonctions distinguées. Je dis que toutes ces fonctions seront d'onlre 

nul. ^oii« en euei« «^i* '••^ -*^f* "^^ 4-1* ■**« "^^-^ay *'** ^^{'9 'f+M'4-i« •••* 1 ^ • 
la forme canonique du groupe iN^ ..., N,_i, H). On peut trouver 
d'autres fonctions X„ P^ formant avec les précédentes un grc»upe 
canonique d'ordre 2n. Imaginons qu*on ait pris ces 2n fonction^ 



aJr.:r:'A:.î It^ ;:.• '.ri -ri W, Wy,. vît »|> = »• ! «'j-iiti.::! lizs: oï leucc. Le> *-»-<-*- 1 

'X,.4» =0, .... >.4» =0. u.* =0, .... ila.t^ =<K C ♦ =0 
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pour nouvelles variables. Le système (40) preud la forme 

et le système (41) devient de même 

â^ â^ âfb â^ 

Toute intégrale de ce système sera de la forme 

si elle forme avec Xp ..., X,», P„,^q^.iy ..., l\> un groupe d'ordre r -h i, 
toute fonction distinguée de ce groupe aura la même forme et devra 
satisfaire aux équations 

(X,., * ) = ^ = 0, (ft = l,2, ...,g'), 

(P., (t) = - 1^ = 0, (t = 7 + m -I- 1, ..., q'I 

Toute fonction distinguée de ce groupe sera donc de la forme 

- IV V V V * 7'+» 1 <* — 1\ 

4» I Ap ..., A^4.,„, A./+1J -, 'V«> "p~' "*' ~P~/' 

t 

c'est-à-dire sera d'ordre nul. On sera donc ramené à une question do 
même nature que la première, sauf que r sera remplacé par r -+- 1 
et q par q 4- 1. La seconde opération sera d'ordre inférieur do 
deux unités à celui de la première. 

2® Si Np ..., Nr_i, H, «I/j ne forment pas un groupe homogène, 
elles donnent naii^sance à un groupe homogène qui sera au moins 
d'ordre r -*- 2 et qui renfermera dans tous les cas m fonctions distin- 
guées d'ordre nul. La seconde opération à laquelle on sera conduit 
sera encore d'ordre inférieur d'au moins deux unités à celui de la 
première. 
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Eq rêu&UsaDt tous ces résultats, on est conduit à la piopctsition 
suivante : 

Étant donné un système en inrolittian 

\ — r \ — r 

•^^1 — "■■ ^-'t» •••• • • ■ ^"^^^ 

où Nj N, «onf des fonctions hoiiioghies d'ordre zéro deê 

variables p,, « N,, ..., X^ X-.i, H font de* intégrales connues 

du System e complet 

forinanî un groupe homogh\e qui adihtt q -r- m fonctions disti^i- 
tjuées, toutes d'ordre zéro, fintégration du système en involutioti 
proposé n'exiqe, dans les cas les plus défavorahles^ que les opéra- 
tions 

iln — r — q — m — 1, :2n — *• — q — m — 3, .... 5. 3, 1. 
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NOTE I 



Sur les systèmes jacobiens (§ 34, p. 66). 

Soit 

(1) x.(/o = o, ..., X,(/') = 

un système complet de q équations à n variables indépendantes, 
telles que l'on ait identiquement 

X* (X, m) - Xt (Xi if)) = 0, (t, fc = 1, 2, ..., g). 

Quelques auteurs donnent à ces systèmes le nom de système jaco- 
biens. Supposons qu'on ait obtenu une inté;?rale ç, des r premières 
équations 

(2) Xt(n = 0' -, X.(/) = 0; 

en la substituant dans X^+i (/), on formera une suite de fonctions 
9j, ç,, ..., ç,., telles que Of^i = Xr+i (ç.), qui seront toutes des inté- 
grales du système (2). Supposons qu'après i opérations on obtienne 
ime intégrale qui s'exprime au moyen des précédentes 

?.+i = iJ (?i7 ?s> •••> ?i); 

en cherchant une intégrale de l'équation X,.+ 1 (f) = qui s'exprime 
au moyen de Çp ..., 9;, on est conduit à Téquation linéaire 

(^) _ ç, 4. ... + __ ,^ ^ _ n (.,„ .., ç,) = 0, 

et toute intégrale de cette équation fera connaître une intégrale com- 
mune des équations 
(4) X,(n = 0, ..., X,+i(/) = 0. 

La méthode ne s'applique plus lorsque X^ + i (94) = II {<^^), Il faut 
dans ce cas chercher une autre intégrale commune à^ du système (2) 
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et se senir de i^. au lieu de 9,. Si on a aussi X^^i (i/> = Dj c^i > 
en cherchera une intégrale de la forme 4 (ç^. 'i^:. ce qui condoit à 
Téquation linéaire 

d*>nt on obtient une intê/rale par des qiiatlraturo:?. 

Ce cas exceptionnel ne se présente pas, l>rs^^ae les ét|uitioas < 1 1 
ont été résolues par nipp>rt à q dérivées . Il est aisé de se n^n*in* 
compte pourquoi il en ot ain<i. Si, |kar exemple, \ei é:{uations 1 1 • 

ont été ré5<3lu»^ r,ar ni'>r»»>rt à - — * les r premières épia- 

Oj\ ôj'j 

tion> admettent déjà un C'.Tlain nombre d'intéjrrales ci^nnues. j",_i, 

..., X,. Il n'en est pas de même «i on ojnsidére un système ja«v.h!«i:n 

de torm»? quelconque. 



1 

I 

\ 
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NOTE H 



Sur le théorème de Poisson (^). 



Le Ihéorème de Poisson nous apprend que, si Çj et ç, sont deux 
intégrales de Téqualion 

(i) (r, ?) = 0, 

il en est de même de {'s^, o,). Ce théorème permet donc de déduire 
de deux intégrales connues de Téquation (i) une nouvelle intégrale 
par des opérations indépendantes de la forme de la fonction f. On 
doit à M. Laurent un théorème plus général (^) : si ç,, ç,, ..., ç^, ij/j, 
..., t^^ sont 2h solutions de l'équation (i), il en est de môme de 
l'expression 

mais ce théorème ne donne pas de solutions distinctes de celles que 
l'on peut obtenir par l'application répétée du théorème de Poisson. 
Cela résulte de la proposition suivante, que M. Lie a déduite de la 
théorie des groupes. 

Si on connaît q solutions ç^ ..., ç^ de V équation (fy. 9) = 0, et 
qu'on puisse déduire de ces q solutions, par des opérations indé- 
pendantes de la forme de la fonction f, une nouvelle solution U 
de la même équation, U appartient au groupe engendré par les 
fonctions Çj, ..., Og, 

En effet, toute fonction f satisfaisant aux équations 

(2) (?„/•) =0, ..., (?„r) = o, 



(1) Lie, Mathematische Annalen, t. VUI, p. 300. 
(») Journal de LiouvHle, 2» série, t. XVU, p. 422. 
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devra aussi vériOer Téquation (fl, /) = 0. Or, si les fonctions z^^ 
...• 9^ engendrent un groupe (^p ..., ç^, ..-, 9,,), les intégrales des 
équations (2) sont les intégrales du système complet 

<^) <uyf) = ^y "y {hyf) = ^y "y <,rr^f) = ^' 

L'équation (fl, f) =z de\Ta être une combinaison linéaire des 
équations (3), ce qui ne pourra arriver que si la fonction U appar- 
tient au groupe (sj, ..., ç^). Si F,, ..., F„_r sont :2n — r intégrales 
distinctes du système ^3), Il doit, en effet, appartenir^au groupe 
polaire de (F,, ..., F,,_r), c'est-à-dire au groupe (9,, ..., 5^). 

Le théorème n*est plus exact si la fonction /'est soumise à certaines 
restrictions. Par exemple, si f est homogène, on a \u que de toute 
intégrale Çj de Téquation « 1) on peut déduire une nouvelle intégrale 

Dans ce cas particulier, renoncé du théorème doit être modifié comme 
il suit : 

Si on connaît q solutions Sj, ..., ç^ de V équation 

<f, t) = 0, 

oà f est une fonction homogène des vaiHables p;, et si on peut trou- 
ver; par des opérations indépendantes de la forme de la fonction 
homogène f, une autre intégrale R de la même équation, U appar- 
tient au groupe homogène engendré par les fonctions Çj, ..., 9^. 

En effet, toute solution commune homogène des équations 

(?i,/)=o, ..., (ç„n=o, 

ivrifie aussi les équations (§ 141) 

et, par consé<juent, les r équations 

où (çj, ..., Çr) est le groupe homogène engendré par ç,, ..., 5,. Le 
groupe polaire (Hj, ..., H„_^) de (ç,, .••> 5^) est un groupe homo- 
gène et on en conclut, comme tout à l'heure, que II doit appartenir 
au groupe polaire de(Hp ..., H,M-r)» c'est-à-iHre au groupe (s^, ...,5^). 
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